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Prefacio

La idea de escribir este libro surge a partir de la imparticién por parte de los autores de la
asignatura Mecdnica Computacional en la Ingenieria en la Escuela de Ingenieria de Caminos,
Canales y Puertos de la Universidad de Castilla-La Mancha.

El objetivo principal del libro es proporcionar a alumnos de grado y/o postgrado de carreras
técnicas el conocimiento necesario para comprender el funcionamiento del Método de los Ele-
mento Finitos (MEF), e implementar y desarrollar sus propios c6digos empleando el programa
MATLAB (MATriz LABoratory). Este planteamiento se fundamenta en el convencimiento por
parte de los autores de que la mejor manera de que un alumno llegue a comprender el desarrollo
y funcionamiento de un método pasa por saber programarlo. Este conocimiento les es de gran
utilidad, posteriormente, para usar de forma critica y adecuada cualquier programa comercial
basado en el Método de los Elementos Finitos.

La eleccién del programa en el que implementar los c6digos, MATLAB (MATriz LABorato-
ry), se ha fundamentado en dos motivos:

= Es un lenguaje sencillo y ampliamente extendido en el d&mbito académico e investigador.

» Proporciona las herramientas matematicas y numéricas bésicas, tales como multiplicacién
de matrices, inversién de matrices, etc., que permiten al alumno centrar su atencién en lo
que respecta a la implementacién del Método de los Elementos Finitos.

La elaboracién y desarrollo del libro sigue las pautas necesarias para conseguir un aprendizaje
progresivo, pero partiendo de unos conocimientos bésicos de Mecanica de los Medios Continuos,
Algebra y de MATLAB. En todo momento, junto con la justificacion tedrica de los conceptos
tratados se proporcionan los cédigos de MATLAB para implementarlos en problemas practicos.

El libro incluye ejemplos, ejercicios resueltos y 200 ilustraciones para clarificar los conceptos.
Va dirigido a fisicos, ingenieros y cientificos interesados en la orientacién practica del Método
de los Elementos Finitos y su implementacion.

Acompana al libro material adicional en formato electrénico, que estd accesible en la pagina
web:

http://www.uclm.es/profesorado/evieira/asignatura/book/index.htm

en la que se encuentran disponibles muchos de los cédigos, programas y material necesario para
la resolucién de los ejercicios. Puede constituir el material de referencia para cursos que empleen
el Método de los Elementos Finitos y sus aplicaciones en la mecanica de sélidos.

En este libro se tratan béasicamente problemas relacionados con la Mecédnica de Sélidos en
régimen elastico lineal, en una, dos y tres dimensiones. Con aplicaciones para la resolucion de
celosias, forjados, problemas de flujo en medios permeables, torsién de barras prismaticas, etc.
El libro esté estructurado de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1 se da una breve introduccién sobre el método de los elementos finitos, y
algunos de los programas comerciales existentes en el mercado.
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= En el Capitulo 2 se introducen y repasan conceptos bésicos de la herramienta MATLAB y
del dlgebra matricial, y que son necesarios para la comprensién de los capitulos posteriores.

= Dado que el MEF se fundamenta en la utilizacion de unas funciones de aproximacién cono-
cidas como funciones de forma, el Capitulo 3 estd integramente dedicado a su descripcién.
Ademas se deducen las funciones de forma asociadas a los elementos més utilizados en la
préactica.

= Una vez revisados los elementos fundamentales para la aplicacién del MEF, el Capitulo 4
desarrolla la implementacion para los problemas mas sencillos: los sistemas constituidos
por barras sometidas a compresién y/o a traccién. Se parte del problema unidimensional
y progresivamente se pasa al caso bidimensional y, por iltimo, al tridimensional.

= Kl Capitulo 5 extiende la implementacién del MEF a la resolucién de problemas de elas-
ticidad lineal para sélidos en dos y tres dimensiones.

= En el Capitulo 6 se trata el problema de la aplicacion del MEF para la resoluciéon de
forjados.

= Y por ultimo, y dada su importancia para resolver multitud de problemas en fisica e
ingenieria, el Capitulo 7 se dedica a la resolucién de problemas de campo en régimen
estacionario, y su implementacién para resolver problemas de transmisién de calor en tres
dimensiones, flujo en medios permeables en dos dimensiones, y problemas de torsién de
barras prismaticas.

= Al final del libro hay dos breves Apéndices, uno con las ecuaciones basicas de la mecanica
de sélidos (Apéndice A), y otro sobre el problema del almacenamiento de la matriz de
rigidez (Apéndice B).

En resumen, este libro constituye un texto autocontenido disenado para que aquellas personas
interesadas en aprender el funcionamiento e implementacién del Método de los Elementos Finitos
y su aplicacién préctica, lo hagan de forma gradual y sencilla. Presenta la ventaja de disponer
de practicamente la totalidad del material practico en formato electrénico de facil acceso.

No quisiéramos dejar pasar la oportunidad de agradecer a la Profesora Cristina Solares
su colaboracién y comentarios constructivos, al Dr. Sergio Blanco por proporcionarnos material
para la resolucién de algunos de los ejemplos précticos, y al Profesor Enrique Castillo su confianza
y apoyo para que este libro sea una realidad. A todos ellos muchas gracias.

También quisiéramos dar las gracias a la Universidad de Castilla-La Mancha por proporcionar
un ambiente propicio para la redaccién del libro, y a la Universidad de Cantabria y al Instituto de
Hidrdulica Ambiental “IH Cantabria”, lugar de trabajo actual de Roberto Minguez, por haberle
permitido dedicar tiempo a la finalizacién del documento.

Ciudad Real, Eduardo W. Vieira Chaves
25 de noviembre de 2009 Roberto Minguez
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Capitulo 1
Introduccion

El estudio de todo fenémeno fisico puede realizarse planteando el problema como un Proble-
ma de Valor de Contorno Inicial (PVCI), en el que se emplean las ecuaciones que caracterizan
el estado y comportamiento del fenémeno, que son unas ecuaciones en derivadas parciales, y
unas condiciones iniciales y de contorno que caracterizan los limites del problema y su evolu-
cién temporal (véase la Figural.l). En general, cuando se tratan de resolver estas ecuaciones,
la solucién analitica (exacta) es complicada y en muchos casos imposible, debido principal-
mente a la complejidad en la geometria del problema, a los estimulos externos al sistema, y
a las condiciones de contorno. En esos casos, la tnica solucién para resolver este tipo de pro-
blemas es la resolucién numérica (solucién aproximada) del Problema de Valor de Contorno
Inicial [Norrie and de Vries, 1973]. En la actualidad, los métodos mas empleados para este fin
son:

» Método de las Diferencias Finitas (MDF).

Método de los Elementos Finitos (MEF).

Método de los Elementos de Contorno (MEC).

Método de los Volimenes Finitos (MVF).

Sin embargo, de todos ellos, el mas difundido y estudiado en la mecanica de sélidos es el
Método de los Elementos Finitos (MEF).

La idea bésica del método de los elementos finitos consiste en discretizar el dominio del
problema en sub-regiones, tal y como se muestra en la Figura 1.2, en las cuales las ecuaciones en
derivadas parciales siguen siendo totalmente validas, y resolverlas empleando una aproximacion
polinomial.

1.1. Algunas Aplicaciones del MEF

El método de los elementos finitos se utiliza en multitud de aplicaciones de la ingenieria,
una de ellas, y que es en la que principalmente se centra este libro es el andlisis estructural. Se
utiliza como herramienta imprescindible para tratar:

» Estructuras que presentan una gran complejidad geométrica.
= Tratamiento con estructuras que presentan una no linealidad geométrica.
» Tratamiento de materiales con comportamiento no lineal (no linealidad constitutiva).

Algunas de las aplicaciones en las que se emplea el MEF son: ingenieria mecdnica, ingenieria
aeroespacial, ingenieria civil, mecanica de fluidos, biomecanica, diseno éptimo de estructuras, y
corrientes maritimas, entre otros.
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Problema Fisico

Analitica
PVCI

* Ecuaciones en Derivadas Parciales
* Condiciones de contorno —> SOLUCION
* Condiciones Iniciales

ol

Numérica

i

Figura 1.1: Planteamiento del problema fisico.

Discretizacion

a7 =

Problema
gobernado por
ecuaciones en
derivadas parciales

Figura 1.2: Discretizaciéon del dominio.
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6 Elementos Finitos 20 Elementos Finitos 604 Elementos Finitos

Figura 1.3: Discretizaciéon del dominio.

1.2. Pasos Basicos de la Obtencion del Resultado

Cuando se trabaja con programas basados en la Técnica de los Elementos Finitos hay tres
pasos basicos:

= Preproceso. En esta fase, el dominio es discretizado en elementos finitos, se eligen las
cargas, las condiciones de contorno, y también se establecen las caracteristicas del material.

= Solucion del Analisis de los Elementos Finitos. En esta fase se construye la matriz
de rigidez de cada elemento y se ensamblan (unen), construyendo asi la matriz de rigidez
global, se resuelve el sistema de ecuaciones y se imprimen los resultados en ficheros que
son utilizados en el post-proceso.

» Post-proceso. Se procesan los resultados en forma de imégenes y/o con otras herramien-
tas, ya que la cantidad de informacién suele ser demasiado grande para manejarla man-
ualmente.

Algunos programas comerciales basados en la Técnica de Elementos Finitos ya traen incor-
porados sus herramientas propias de Pre y Post-proceso. Otros programas se limitan inicamente
a resolver el problema, pudiendo utilizar otros programas comerciales para Pre y Post-Proceso,
como por ejemplo, el programa GID (CIMNE-Barcelona).

1.2.1. Factores que Influyen en los Resultados del MEF

Una vez definido el problema a analizar, basicamente son dos los factores méas importantes
que influyen en los resultados:

» Tipo de elemento (aproximacién de la funcién incognita).
» Nimero de elementos (discretizacion).

En este libro se analizan los distintos tipos de elementos que se pueden emplear, y no tanto
el nimero necesario para resolver cada problema de forma adecuada.

Respecto a la discretizacién del dominio, el nimero de elementos finitos considerado estéa di-
rectamente correlacionado con la precision de los resultados. Es importante considerar que el
nimero de elementos finitos también esta condicionado por la forma del dominio, es decir, cuan-
to mas complejo sea el dominio a discretizar, mas elementos finitos se necesitan para obtener
con exactitud la forma del dominio (véase la Figura 1.3).
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1.3.

Programas Comerciales mas Difundidos

A continuacién se listan algunos de los programas comerciales basados en el Método de los
Elementos Finitos méas conocidos:

ABACUS
ANSYS
COSMOS
Dyna-3D
NASTRAN
PATRAN
ALGOR

En los capitulos siguientes se exponen de forma gradual todos los conceptos necesarios para
comprender el funcionamiento del Método de los Elementos Finitos (MEF), y su aplicacién
practica en el campo de la mecanica de sélidos.



Capitulo 2
Herramientas Matematicas con MATLAB

2.1. Revision de Algebra Matricial

En esta seccién se hace una repaso de las operaciones bésicas con matrices y su imple-
mentacion en MATLAB.

2.1.1. Notacién Matricial

Sea R™*"™ el espacio vectorial de las matrices reales de dimensién m x n, de forma que:

ail a2 o Qlp
a a PEEEY a
AcR™" e A — 21 422 2n , (2.1)
an1 Ap2 - Gmn
donde la matriz anterior se denota como A = (a;;),i = 1,...,m,j = 1,...,n o simplemente

como A = (aj;).
A continuacién se muestra cémo definir una matriz numérica de dimensién 3 x 4 con MAT-
LAB. Esta matriz se almacena en la variable numérica A:

>A=[1234;1221; 100 5]

A=
1 2 3
1 2 2 1
1 0 0
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@,

Las filas de la matriz se pueden separar con “;” o enter. Los elementos de cada fila se separan
por uno (o més) espacios en blanco. Se utiliza el comando “%” para colocar comentarios en el
cédigo del programa.

@,

Si se coloca “;” al final de la instrucciéon de MATLAB entonces no se muestra el resultado
de la misma:

>A=[1234;1221; 100 5];

A continuacién se muestra como acceder a los elementos, filas y columnas de una matriz,
con MATLAB. Se utiliza “:” para acceder a todas las filas (o columnas) de la matriz:

>> A(2,3)
% elemento de la segunda fila y tercera columnna en A

ans =

>> A(3,:) % tercera fila de A

A continuacién se muestra cémo acceder a una submatriz de una matriz dada:

>> A([2,3],:)
%submatriz de A formada por las filas 2 y 3

>> A(:,[2,3,4])
%submatriz de A formada por las columnas 2, 3 y 4



2.1 Revisién de Algebra Matricial

Las matrices formadas por una sola fila o columna se denominan vectores fila y columna,
respectivamente. Las filas y columnas de una matriz se pueden completar utilizando vectores
fila y columna:
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>> b(3)% tercer elemento del vector

ans =

>> [A;b] % completamos filas

ans =

e
S O NN
N O N W
A )

Se dice que una matriz A es cuadrada si tiene el mismo numero de filas que de columnas.
Una matriz cuadradra en IR™*" se dice que es de orden n.

Para obtener la diagonal (o diagonal principal) de A se puede utilizar el comando de MAT-
LAB “diag”. Este comando se puede utilizar para construir matrices diagonales, basta con
pasarle como argumento el vector fila cuyas componentes son los elementos de la diagonal:

>> A=[1 1 3;1 0 2;2 0 5]

A=
1 1 3
1 0 2
2 0 5

>> diag(A) Jdiagonal de la matriz A

ans =

>> diag([1 2 1]) Ymatriz diagonal de orden 3

1 0 0
0 2 0
0 0 1

Para obtener més informacién sobre el comando “diag” se puede utilizar el comando de
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MATLAB “help”:

>> help diag

2.1.2. Suma y Resta de Matrices

Dadas dos matrices A y B en IR""*" se definen las matrices suma y resta de dichas matrices
como C = (¢;;) y D = (d;j), respectivamente, de dimensién m x n:

C=A+B ; Cij = aij + bij, (2.2)
D=A-B N dij:aij—bij. ’

La suma de matrices con tamanos diferentes no estd definida. A continuacién se muestra
cémo sumar y restar matrices de la misma dimensién con MATLAB, para ello se utilizan los

)

operadores “47 y “—":

> A=[1234;1221; 100 5];
>B=[1031;1101; 152 0];
>> C=A+B Y, suma de las matrices A y B

C=
2 2 6 5
2 3 2 2
2 5 2 5

D=
0 2 0 3
0 1 2 0
0 -5 -2 5

2.1.3. Producto de una Matriz por un Escalar \

Dada una matriz A en R"*" y un escalar A\ € R, el producto de ambos viene representado
por una nueva matriz C' = (¢;;) de dimensién m x n dada por:

C:)\B; Cij :)\aij. (2.3)

A continuacién se muestra cémo multiplicar un escalar por una matriz con MATLAB, para

W@y,

ello se utiliza el operador “x«”:

>A=[1234;1221;1005];
>> C=2*A Y, producto de 2 por la matriz A

C =
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2 4 6 8
2 4 4 2
2 0 0 10

2.1.4. Producto de Matrices

Dadas dos matrices A € R™*P y B € IRP*" se define la matriz producto de ambas como
una nueva matriz C' = (¢;;) de dimensiéon m x n:

P
C = AB; Cij = Zaikbkj- (2.4)
k=1

Para que la multiplicacién sea posible, el niimero de columnas de la primera matriz tiene
que ser igual al nimero de filas de la segunda. Se puede demostrar que el producto de matrices
no es conmutativo, en general AB # BA.

A continuacién se muestra como multiplicar dos matrices con MATLAB, para ello se utiliza

Wy,

el operador “x”:

> A=[1234;1221; 100 5];
B=[1031;1101; 1520;1110];
>> C=A*B ¥, producto de las matrices A y B

C =
10 21 13 3
6 13 8
6 5 8 1

W”

Para calcular una potencia entera de una matriz cuadrada se puede utilizar el operador “x
o el operador “A”:

>> A=[1 2; 3 0];

>> AxA
ans =
7 2
3 6
>> A2
ans =
7 2
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2.1.5. Transpuesta de una Matriz

Considérese una matriz A = (a;;) € R™*", se define la matriz transpuesta de A como la
matriz en R™*™ dada por:

A" = (aj). (2.5)

Es decir, se escriben las filas de A como columnas. A este respecto, se cumplen las siguientes
propiedades: (A + B)' = AT + BT, (kA)" = kAT, (AB)" = BTAT y (AT)T = A. Se dice
que una matriz cuadrada A es simétrica si A = AT, y antisimétrica si A = —AT.

A continuacion se muestra cémo calcular la transpuesta de una matriz con MATLAB, para
ello se utiliza el operador “’” o la funcién de MATLAB “transpose”:

>A=[1234;1221;1005];
>> A’ Ytranspuesta de la matriz A

D wWw N -
= NN =
O O O =

2.1.6. Casos Particulares de Matrices

A continuacién se muestran casos particulares de matrices y su definicién con MATLAB:

= La matriz cuyos elementos son todos unos y que se obtiene en MATLAB con la funcién
13 2
ones”:

>> A=ones(3)

A=
1 1 1
1 1 1
1 1 1

>> ones(2,3)

= La matriz cuadrada cuyos elementos son todos ceros y que se obtiene en MATLAB con la
funcién “zeros”:

>> A=zeros(2)
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0 0
0 0
>> zeros(2,3)

= La matriz I cuyos elementos son todos ceros salvo los de la diagonal principal que son unos
(I se llama matriz identidad) y que se obtiene en MATLAB con la funcién “eye”:

>> I=eye(4)

I=
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

La matriz identidad de dimensién n x n cumple ATl = IA = A para toda matriz A €
]Rnxn'

= En MATLAB se pueden crear matrices de niimeros aleatorios, entre 0 y 1, utilizando la
funcién “rand”:

>> A=rand(2,3)
A =

0.9501 0.6068 0.8913
0.2311 0.4860 0.7621

2.1.7. Determinante de una Matriz

El determinante de una matriz cuadrada A es un escalar y se denotara como det(A) o |A].
Se dice que una matriz cuadrada A es singular si su determinante vale cero. En el caso de una
matriz cuadrada de orden 3, el determinante es:

ai; aiz a3
det(A) = | a1 ax a3
aszy asz2 ass
= a11022033 + 121032013 + (31023012 — 113022031 — (23032011 — A33021012-
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A continuacién se muestra cémo calcular el determinante de una matriz con MATLAB, para
ello se utiliza la funcién de MATLAB “det”:

>A=10123;122;100];
>> det(A) %determinante de la matriz A

A continuacién se exponen algunas propiedades de los determinantes:

1.

2.

El determinante de una matriz y el de su transpuesta son iguales, |A| = |AT].
Si una matriz posee una fila (o columna) de ceros, el determinante vale cero.

Si una matriz posee dos filas (o columnas) iguales, el determinante vale cero.

. Si los vectores fila (o columna) de una matriz son linealmente independientes el determi-

nante es distinto de cero.

El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes, |AB| =
Al B

Si se intercambian dos filas (o dos columnas) de la matriz A, la nueva matriz B cumple
|B| = —|A].

Si se suma un multiplo de una fila (columna) de la matriz A a otra fila (columna), la nueva
matriz B cumple |B| = | A]|.

Si se multiplica una fila ( 0 una columna) de la matriz A por un escalar k, cuyo resultado
es la matriz B, se cumple que |B| = k|A]|.

2.1.8. Rango de una Matriz

Se define el rango de una matriz A como el nimero maximo de vectores fila (o columna) de
la matriz que son linealmente independientes.

A continuacién se muestra cémo calcular el rango de una matriz con MATLAB, para ello se
utiliza la funcién de MATLAB “rank”:

>A=10123;122;100];
>> det(A)

>> rank(A) %rango de la matriz A

ans
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2.1.9. Inversa de una Matriz

Dada una matriz A no-singular (det(A)# 0), se define su inversa como una matriz A~! tal
que:

AA Tl =A"tA=1T (2.7)

Nétese que se cumple que (AB)™' = B™'A™! pues (AB) 'AB=B 'A'AB=1.
A continuacién se muestra cémo calcular la inversa de una matriz con MATLAB, para ello
se utiliza la funcién de MATLAB “inv”:
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1.0000 -1.0000 0

2.1.10. Ejemplos de Programacién en MATLAB con Matrices

Hasta ahora hemos introducido el cédigo MATLAB directamente en la linea de comandos
de MATLAB. Sin embargo, si el niimero de sentencias es elevado se aconseja escribir el codigo
en un archivo de texto con la extension *.m, éstos se denominan, dependiendo de su estructura,
archivos de instrucciones (“scripts”) o funciones:

Ejemplo computacional 2.1 (Obtencién de la diagonal principal). Crear un programa
en MATLAB tal que dada una matriz A cuadrada de dimensién n devuelva una nueva matriz
B cuyos elementos son los elementos de A salvo los de la diagonal principal que son ceros.

Solucién 1:

Se crea un archivo de instrucciones llamado ejemplol.m, en este archivo se inserta el si-
guiente cédigo:

A=[1 2 3; 4 5 6;1 1 3];
[m n]l=size(A);
if ~“(m==n)
error(’la matriz no es cuadrada’)
end
for i=1:m
for j=1:n
if i7=j
B(i,j)=A(i,7);
else
B(i,j)=0;
end
end
end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> ejemplol

B=
0 2 3
0 6
1 1 0

Solucién 2:
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Se crea un archivo de funciones llamado ejemplo2.m, en este archivo se escribe el siguiente
cédigo:

function B=ejemplo2(A)
[m nl=size(A);
if ~(m==n)
error(’la matriz no es cuadrada’)
end
B=zeros(m);
for i=1:m
for j=1:n
if i%=j
B(i,j)=A(i,]);
end
end
end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> A=[1 2 3; 4 5 6;1 1 3];
>> ejemplo2(A)

ans =
0 2 3
4 0 6
1 1 0

En este ejercicio hemos utilizado los comandos “if” y “for” de MATLAB para controlar el
flujo del codigo.
|

Ejemplo computacional 2.2 (Cdélculo de la traza). Construir un programa en MATLAB
tal que calcule la traza (la suma de los elementos de la diagonal principal) de una matriz A
cuadrada de dimension n.

Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo3.m, en este archivo se escribe el siguiente
cédigo:

function sum=ejemplo3(A)

[m n]=size(A);
if “(m==n)

error (’la matriz no es cuadrada’)
end
sum=0;
for i=1:m

for j=1:n

if i==j
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sum=sum+A(i,j);
end
end
end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> A=[1 2 3; 4 5 6;1 1 3];
>> ejemplo3(A)

ans =

Ejemplo computacional 2.3 (Célculo de la norma Euclidea). Construir un programa
en MATLAB que calcule la norma
n 1/2
e = (3]

=1

de un vector v.
Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo4.m, en este archivo se escribe el siguiente
cédigo:

function norm=ejemplo4 (v)

n=length(v);

sum=0;

k=1;

while k<=n
sum=sum+v (k) ~2;
k=k+1;

end

norm=sum” (1/2) ;

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> v=[1 2 1];
>> ejemplo4(v)

2.4495

En este ejercicio se ha utilizado el comando “while” de MATLAB para controlar el flujo del
programa.
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Ejemplo computacional 2.4 (Célculo de las normas p). Construir un programa en MAT-
LAB que calcule la norma p dada por la expresién:

1/p

1Al = | > lagl) ]

ij=1
donde A es una matriz cuadrada.
Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo5.m, en este archivo se escribe el siguiente
cédigo:

function norm=ejemplo5(A,p)
[m nl=size(A);
if ~(m==n)
error(’la matriz no es cuadrada’)
end
sum=0;
for i=1:m
for j=1:n
sum=sum+abs (A(i,j)) "p;
end
end
norm=sum” (1/p) ;

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> A=[1 2; 3 4];
>> ejemplo5(A,2)

Ejemplo computacional 2.5 (Suma de matrices cuadradas). Construir un programa en
MATLAB que dadas dos matrices cuadradas calcule su suma. Controlar que las matrices dadas
tengan la misma dimensién.

Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo6.m, en este archivo se escribe el siguiente
cédigo:
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function C=ejemplo6(A,B)
[m1,n1]=size(A);
[m2,n2]=size(B);
if (m17=m2) | (n1~=n2)
error (’error en las dimensiones de las matrices’)
end
for i=1:m
for j=1:n
C(i,7)=AGi,)+B3E,]);
end
end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> A=[1 2 3;4 1 2]; B=[11 1;2 3 0];
>> ejemplo6(A,B)

>> A=[1 2 3;412]; B=[1 11 3;2 30 4];
>> ejemplo6(A,B)

??? Error using ==> ejemplo6

error en las dimensiones de las
matrices

Ejemplo computacional 2.6 (Producto de matrices). Construir un programa en MAT-
LAB que dadas dos matrices calcule su producto. Controlar las dimensiones de las matrices en

el procedimiento.

Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo7.m, en este archivo se coloca el siguiente

cédigo:

function C=ejemplo7(A,B)

[m,n]=size(A);
[r,s]=size(B);
if (n~=r)

error (’error en las dimensiones’)
end
C=zeros(m,s) ;
for i=1:m

for j=1:s

C(i,j)=AG,:)*B(:,7);
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end
end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> A=[1 2 3;4 5 1]; B=[1 2; 1 1; 3 4];
>> ejemplo7(A,B)

ans =
12 16
12 17
>> AxB
ans =
12 16
12 17

Ejemplo computacional 2.7 (Producto matriz-vector). Construir un programa en MAT-
LAB que dados una matriz cuadrada triangular superior y un vector columna, calcule su pro-
ducto. Controlar las dimensiones.

Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo8.m, en este archivo se escribe el siguiente
cédigo:

function w=ejemplo8(A,v)
n=size(A,1);
r=size(v,1);
w=zeros(n,1);
if (r~=n)
error (’error en las dimensiones’)
end
for i=1:n
w(i)=A,i:n)*v(i:n);
end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:
>> A=[123; 01 2; 00 4]

A=
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1 2 3
1 2
0 0 4
>> v=[1;1 ;1]
V =
1
1
1
>> Axv
ans =
6
3
4
>> ejemplo8(A,v)
ans =
6
3
4
[ |

Ejemplo computacional 2.8 (Producto de matrices triangulares). Construir un progra-
ma en MATLAB que dadas dos matrices cuadradas triangulares superiores, calcule su producto.

Controlar las dimensiones de las matrices.

Solucion:

Se crea un archivo de funcién llamado ejemplo9.m, en este archivo se inserta el siguiente

cédigo:

function C=ejemplo8(A,B)
n=size(A,1);
r=size(B,1);
if (r~=n)

error (’error en las dimensiones’)

end
C=zeros(n);
for i=1:n

for j=i:n

C(i,j)=A(i,i:j)*B(i:j,j);

end
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end

Desde la linea de comandos de MATLAB se ejecuta:

>> A=[1 2;0 3]; B=[1 1;0 1]

B=
1 1
0 1
>> A*xB
ans =
1 3
0 3

[ |
2.2. Sistemas de Ecuaciones Lineales
Considérese un sistema de n ecuaciones lineales:
anry + apr: + - 4+ awT, = b
anry + agre + - 4 agrp, = bo
(2.8)
ap1x1 + ap2T2 + -+ Appy = bna
donde x1,x2,...,x, son las incégnitas.
Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:
Az = b, (2.9)
donde
ail a2 o Ay o1 21
a Qa P a l‘2 2
A= 2 22 o= yb=| . , (2.10)
anl QAn2 - dnp Ty by,

son la matriz de coeficientes, el vector solucién y el vector de términos independientes, respec-
tivamente.
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En esta seccién se aborda el estudio de los métodos directos e iterativos para la resolucién
de sistemas de ecuaciones como los anteriormente mencionados. Como métodos directos, que
nos dan la solucién exacta del problema (salvo, errores debidos al redondeo), se muestran el
método de Gauss y un par de variantes suyas (factorizacién LU y método de Cholesky), y el
algoritmo de ortogonalizaciéon. En cuanto a los iterativos, que nos dan la solucién como limite
de una sucesion de vectores, se introduciran el método de Gauss-Seidel y el de Jacobi.

2.2.1. Meétodos Directos de Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

A continuacién se muestra cémo resolver un sistema de ecuaciones lineales con MATLAB
utilizando el algoritmo de Gauss. La solucién del sistema puede obtenerse mediante la operacion
A\b. Esta operacién se lleva a cabo mediante el método de Gauss con estrategia de pivoteo
parcial. En ningin caso se realiza calculando la inversa de A, pues el célculo de la inversa de
una matriz es méas costoso desde el punto de vista computacional, y puede generar mayores
errores de redondeo.

Por ejemplo, la resolucién de un sistema de ecuaciones compatible determinado (véase la
Figura 2.1) se hace de la siguiente manera:

>> A=[3 2; -1 2]; b=[18;2];

>> det(A)
ans =

8
>> rank(A)
ans =

2
>> sol=A\b
sol =

4

3
>> Axsol
ans =

18

2

Para el caso de un sistema de ecuaciones incompatible (véase la Figura 2.2):

>> A=[-1/2 1; -1/2 1]; b=[1;1/2];
>> det (A)



24 2. Herramientas Matemdticas con MATLAB

m : 3x1+ 220 = 18
T —x1+2z = 2
" 3 -1
ny = o =
2 2

r1

Figura 2.1: Ejemplo de sistema compatible determinado.

T2 1 —
—511 + o — 1

—X] +212 =2

T 1

Figura 2.2: Ejemplo de sistema incompatible y compatible indeterminado.

ans =
0
>> rank(A)
ans =
1

>> rank([A b])

>> A\b
Warning: Matrix is singular to working precision.

Inf
Inf

Y por tltimo, para el caso de un sistema de ecuaciones compatible indeterminado (véase la
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Figura 2.2):

>>
>>

>>
War

>>

2.2

inic

A=[-1/2 1;-1 2];b=[1;2];
det (A)

A\b
ning: Matrix is singular to working precision.

NaN
NaN

rank (A)

.1.1. Sistemas Triangulares

Los métodos que se estudian en las siguientes secciones transforman el sistema de ecuaciones
ial en otro equivalente cuya matriz de coeficientes es triangular. De esta manera, para resolver

un sistema triangular superior se utiliza el método de sustitucion hacia atras y para resolver un
sistema con matriz triangular inferior se utiliza el método de sustituciéon hacia adelante.

Considérese el siguiente sistema triangular inferior Lz = b:
l11 0 T :| |: b1 :|
= . 2.11
[ lor 22 } [ T2 b2 (2.11)
Si l11l99 # 0, se pueden calcular x1, x2 de la siguiente forma:

xy = b1/l
2.12
xy = (by — lo121) /l22. (2.12)

El procedimiento general de la sustitucion hacia adelante es:

i—1
Tr; = (bz — lex])/l“,l = 1,... , N
7j=1
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El procedimiento analogo para un sistema triangular superior Ux = b se denomina sustitu-
cién hacia atras:

n
z; = (bi — Z wiixj)/ui, i =1,...,n.

j=it+1

2.2.1.2. Meétodo de Eliminacion de Gauss

El método de eliminacién de Gauss es posiblemente el método de resolucién de sistemas de
ecuaciones méas popular, y comprende dos fases: una primera fase de eliminacién hacia delante de
las incégnitas para reducir el sistema a uno triangular superior y una segunda fase de sustitucion
hacia atras para resolver el sistema.

Para explicar el funcionamiento del método se van a realizar los distintos pasos utilizando
un ejemplo. Considérese el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

( r1 + x2 + x3 1
(e2) 2x; + 3x2 + x3 = 5 (2.13)
(€e3) =1 + bBry — x3 = 2.

@
—_
~—

Para resolverlo, en primer lugar se elimina z; de las ecuaciones (€2) y (e3). Para ello, se le
resta a la ecuacién (e2) dos veces la ecuacién (el) y a la ecuacién (e3) una vez la ecuacién (el).
Con lo que se obtiene el sistema equivalente:

(el) =1 + =z + x23 = 1
(e2) Ty — w3 = (2.14)
(e3) drg — 223 = 1

El siguiente paso consiste en eliminar zo de la ecuacién (e3). Para ello, se la resta a la
ecuacién (e3) cuatro veces la ecuacién (e2). Se obtiene el sistema equivalente:

(el) =9 + =z + x3 = 1
(e2) Ty — X3 = (2.15)
(e3) 2¢3 = -—11
Una vez concluida la eliminacién de incégnitas se obtiene un sistema triangular superior. Para
resolverlo basta con sustituir hacia atras, es decir, de la ecuacién (e3) se obtiene x3 = —11/2,
sustituyendo este valor en (e2) se obtiene 3 =3 — 11/2 = —5/2 y finalmente sustituyendo este

valor en (el) se calcula 1 =1+5/2+11/2 =9.
La solucién del sistema anterior con MATLAB, utilizando pivotaje parcial, es:

>> A=[1 1 1;2 3 1;1 5 -1]; b=[1 ; 5 ; 2];
>> so0l=A\b

sol =
9.0000
-2.5000
-5.5000

>> A*sol

ans =
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2

Esta transformacién del sistema inicial en sistemas equivalentes se puede expresar en forma
matricial de la siguiente manera:

AW g =p® =1, n, (2.16)

donde el sistema k-ésimo es de la forma:

a,]flm + alf21‘2 4+ e+ alkak + + alfjxj 4+ o+ alfnxn — bllc
CL§2£C2 4+ -+ a§k$k + o0 4 alfjfﬂj 4+ e 4 algnxn — bé;
k k k &
(2.17)
aﬁkxk + 0+ afijfﬂj + -+ df oz, = bE

Nétese que la incognita x; sélo aparece en la primera ecuacion, la x5 en las dos primeras y
asi hasta la x,_1 que aparece en las k — 1 primeras. Ahora se ha de eliminar x; de las ecuaciones
por debajo de la k—ésima. Para ello, se le resta a la ecuacién ¢—ésima para i = k +1,...,n,

k
s . . a; . .
l;1. veces la k—ésima, siendo [, = a,g’“ . De esta forma se consigue que, en el nuevo sistema con
kk

indice k£ + 1, la incognita zp tenga coeficiente nulo en la ecuacién i—ésima. El nimero aik se
llama pivote de la eliminacion de xj y la fila a la que pertenece se le llama fila pivote. En el
ejemplo anterior, para eliminar x; se ha considerado lo; =2 y I3; = 1, y para eliminar x5 se ha
utilizado l32 =4.

2.2.1.3. Problemas del Método de Gauss

Un aspecto importante en el desarrollo de técnicas numéricas para la resoluciéon de sistemas
de ecuaciones es el estudio de la eficiencia en términos de velocidad de calculo y posibilidad de
errores de redondeo.

A este respecto, el nimero de flops (operaciones de punto flotante) que realiza el método de
Gauss para resolver un sistema de ecuaciones de dimensién n es de %3 + o(n?). Por lo tanto,
cuando el sistema aumenta de tamano el nimero de operaciones y, por lo tanto, el tiempo de
resoluciéon aumenta considerablemente.

Si ahora se diferencia entre la etapa de eliminacién, y la de sustitucion, la parte més costosa
en términos de nimero de operaciones es la de eliminacién, y todo esfuerzo orientado a aumentar
la eficiencia del método ha de centrarse primordialmente en la parte de eliminacion.

Respecto a los errores de redondeo, el método de Gauss tiene los siguientes condicionantes:

1. Si el elemento pivote en alguna de las etapas del proceso de eliminacion es cero, se produce
una divisién por cero.

2. Conforme aumenta el tamano del sistema (n > 100) aumentan los errores de redondeo
debido al gran incremento de operaciones que hay que realizar.

Para resolver o mitigar estos problemas, se emplean las siguientes estrategias:
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. El uso de doble precisién en los calculos.

. En caso de que el pivote en alguna de las etapas del proceso de eliminacion sea cero, se

pueden intercambiar filas.

. Uno de los problemas de redondeo méas comunes en la técnica de Gauss es que el elemento

pivote sea cero, o cercano a cero. En este caso es ventajoso determinar el coeficiente mas
grande en valor absoluto disponible debajo de la columna pivote, e intercambiar filas para
que este elemento sea el pivote. Esta técnica se conoce con el nombre de pivoteo parcial.
Si ademas de buscar elemento méas grande en valor absoluto por filas, se hace también por
columnas, la técnica se conoce con el nombre de pivoteo total. Sin embargo el pivoteo
total no se utiliza generalmente porque introduce una gran complejidad en el algoritmo de
célculo.

. Si antes de realizar el pivoteo, normalizo los elementos de la fila correspondiente por el

elemento maximo en valor absoluto de la fila pivote, se reducen los errores de redondeo.
Esta técnica se conoce con el nombre de escalamiento. Sin embargo, un problema anadi-
do del escalamiento es que puede introducir errores de redondeo por si mismo, por lo que
es habitual hacer un escalamiento simulado de la fila pivote, es decir, que con el va-
lor del pivote temporal obtenido con escalado, realizo el pivoteo parcial, y si tengo que
intercambiar filas lo hago con la fila original de antes del escalado.

A continuacién se explica el pseudocddigo para implementar en MATLAB el método de

Gauss con pivotaje parcialmente escalado:

Algoritmo 2.1 (Descomposicién de Gauss).

Entrada: Matriz de coeficientes a(n,n), y vector de términos independientes b(n).

Paso 1: Almacenar en un vector s(n) los valores maximos de cada fila (ecuacién).

Paso 2: Para k=1,...,n — 1 realizar los pasos 3-8.

Paso 3: Para j = k,...,n. Determinar en la columna k, el mayor valor del cociente
a(j,k)/s(j). Siel cociente es menor que una tolerancia prefijada, el sistema es singular
o estd mal condicionado, el procedimiento termina.

Paso 4: Si k distinto de j, se intercambian las filas de cara al proceso de eliminacién.
Paso 5: Parai=Fk+1,...,n repetir los pasos 6-8.

Paso 6: Calcular el coeficiente para pivotar m = a(i, k)/a(k, k).
Paso 7: Paraj=k+1,...,n,a(i,j) = a(i,j) — m = a(k,j).
Paso 8: b(i) = b(i) — m = b(k).

Paso 9: Si a(n,n) = 0, no existe solucién unica. El procedimiento termina.

Paso 10: De i = n — 1,...,1 realizar el procedimiento de sustitucién hacia atrds, x(n) =

b(n)/a(n,n) repitiendo los pasos 11 y 12.

Paso 11: De j =i+ 1,n, b(i) = b(i) — a(i, j) * z(j).
Paso 12: z(i) = b(i)/a(i, ). Obtencién de la solucién x.



2.2 Sistemas de Ecuaciones Lineales 29

2.2.1.4. Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan es una variacién del método de Gauss. La principal diferencia
es que en este método cada vez que se realiza el paso de eliminacion, se hace con todas las
ecuaciones, no soélo con las de debajo de la fila pivote. Ademads, ésta también se normaliza. El
resultado es una matriz unidad, en vez de una matriz triangular superior.

De esta manera, la solucion del sistema queda directamente almacenada en el vector b trans-
formado. Todo lo relativo a mejoras computacionales es andlogo al método de Gauss. La principal
deficiencia de este método con respecto al de Gauss es que requiere aproximadamente un 50 %
mas de operaciones, por lo que se prefiere el de Gauss como método de eliminacion.

Los dos métodos que se han visto hasta ahora estan encuadrados dentro los llamados métodos
de eliminacién. A continuacién, se describen una serie de técnicas que se llaman de descomposi-
cién.

2.2.1.5. Factorizacién LU

La descomposiciéon LU es un método que se ayuda de las técnicas de eliminacién para trans-
formar la matriz A en el producto de dos matrices triangulares. Esto es especialmente 1til para
la resolucién de sistemas con diferentes vectores b, ya que la descomposicion de A sirve para
evaluar de forma eficiente por sustitucion hacia delante y hacia atrds todos los sistemas de
ecuaciones.

La descomposicién LU estd muy relacionada con el método de Gauss, ya que en éste ultimo
el objetivo era transformar el sistema en uno triangular superior, que es uno de los objetivos
de la descomposicién LU. Por tanto, sélo queda saber de donde se obtiene la matriz triangular
inferior.

Paradgjicamente, durante el proceso de eliminacién de Gauss se obtiene la matriz L, pero
pasa desapercibida y no se utiliza. Si se observa detalladamente el proceso de pivoteo, se multi-
plica la fila pivote por un factor, y posteriormente ésta se resta a la fila que se desea transformar.
Ese factor, una vez usado, no se vuelve a emplear. Pues bien, reorganizando convenientemente
esos factores, se obtiene la matriz L.

Volviendo al método de eliminacién de Gauss, para k = 1,...,n, se construye la siguiente
matriz:
[ 1 0 0 0 ]
1 0 0
0 1 0 0
M® =10 0 0 -1 0 (2.18)
0 0 0 - =gtk 0
0 0 0 - —lpjor 0
L0 0 0 - —lg 1

esta matriz solo difiere de la matriz unidad en la k—ésima columna. Se puede comprobar que la
matriz M*) cumple que:

ARFD — ppk) oK) k1) — p k) (k) (2.19)

es decir, cada sistema ARtV g = pk+1) puede obtenerse del precedente AR g — pk) multipli-
cando éste por M®),
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En el ejemplo anterior, se tiene:

1
MY = | —2
-1

0 0
10 [;M?=
0 1

Teorema 2.1 (Factorizacién LU).

1
0
0

0
1

—4

0
0
1

(2.20)

Dado el sistema 2.8, supongase que se puede llevar a
cabo la eliminacion de Gauss que se ha descrito en la seccion anterior. Si Ux = ¢ es el sistema
triangular superior resultante de eliminar las incognitas y L es la matriz

[ 1 0 0 0]
by 1 0 0 0
L=|1lan I 1 0 0, (2.21)
| lnl ln2 ln3 ln,n—l 1 ]
entonces A= LU y b= Lec.
Demostracion. Segiin lo que se ha visto antes
U=A" = Mn—lAn—l — Mn—an—2An—2 — .= Mn—an—2 L MlA
y
c=b" = Mnflbnfl — Mnfan72bn72 — .. = MnflMTL72 o Mlb
entonces basta con probar que:
L=[M""'M"2 M7 =Mt M M
Se puede comprobar facilmente que
1 0 0 0 0 ]
0o 1 0 0 0
0 1 0 0
MMt =10 0 0 1 0o |, (2.22)
0 0 O lk+1,k 0
0 0 O L2,k 0
|0 0 O . 1 ]
con lo que queda demostrado el teorema. |

Supdngase que A es una matriz no singular que puede escribirse como A = LU donde
L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular superior. Si se utiliza esta
factorizacién es muy sencillo resolver el sistema Ax = b. El sistema anterior se puede escribir
como LUx = b y considerando ¢ = U=z, primero resolvemos Lc = b para hallar ¢ y luego se
resuelve Ux = c para obtener la solucién x. Con la factorizacién A = LU se ha pasado de tener
que resolver un sistema, a tener que resolver dos, pero con la ventaja de que ambos tienen una
matriz de coeficientes triangular. El sistema cuya matriz de coeficientes es triangular superior
se resuelve por sustitucién hacia atras, mientras que el sistema cuya matriz de coeficientes es
triangular inferior se resuelve por sustitucién hacia adelante.
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En el ejemplo anterior se obtienen las matrices:

1
~1 (2.23)
2

1
1

=~ = O
_ o O
o O =
O = =

que si se operan con MATLAB, se obtiene:

>> A=[1 1 1;2 3 1;1 5 -1]

A=
1 1 1
3 1
1 5 -1

>> L=[100;210;141];U=[111; 01 -1; 00 2];

>> L*xU
ans =
1 1 1
3 1
1 5 =1l

A continuacién se muestra como calcular la factorizacién LU de una matriz con MATLAB. El
comando “[L,U] = 1u(A)” de MATLAB calcula la descomposicién LU de una matriz cuadrada
A siguiendo el método de Gauss con estrategia de pivote parcial, por lo cual, aunque U es
triangular superior, L en la mayoria de los casos no es triangular inferior

>> [L,U]=1u(Ap)

L=
0.5000 -0.1429 1.0000
1.0000 0 0
0.5000 1.0000 0
U=
2.0000 3.0000 1.0000
0 3.5000 -1.5000
0 0 0.2857
>> L*xU

ans =
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1 1 1
2 3 1
1 5 -1

Sin embargo, introduciendo la orden [L,U,P]=1u(A), es posible conocer los intercambios de
filas, debidos al pivoteo parcial que ha sufrido la matriz. En este caso L si es triangular inferior
con unos en la diagonal y P es la matriz de permutacién que nos da los intercambios de las filas.

>> [L,U,P]=1u(A)

L=
1.0000 0 0
0.5000 1.0000 0
0.5000 -0.1429 1.0000
U=
2.0000 3.0000 1.0000
0 3.5000 -1.5000
0 0 0.2857
P=
0 1 0
0 0 1
1 0
>> LxU
ans =
2 3 1
1 5 =1l
1 1 1

El algoritmo de descomposicion LU requiere menos operaciones que el método de Gauss
porque no trabaja con el vector b, % +o(n). La fase de sustitucién si que requiere mayor esfuerzo,
yva que hay que hacer sustitucién hacia adelante y hacia atras. Por tanto, en el cémputo global
el nimero de operaciones es el mismo que el de Gauss %3 + o(n?).

2.2.1.6. Inversa de una Matriz

Una de las ventajas de la descomposicién LU, es que se puede hacer el cdlculo de la inversa
de una forma muy sencilla. Para hallar la inversa B = A~! de A, basta con tener en cuenta
que la igualdad AB = I, nos dice que la j—ésima columna b; de B es la solucién del sistema
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Abj = e;, donde e;j es la j—ésima columna de la matriz identidad I.

a1 ai2 a3 bi1 b2 bis 100
a21 a2 a3 b21 bgg b23 = 01 0 . (2.24)
asz| azz ass b31 b3z b33 0 01

Lo que se hace es realizar la descomposicién LU de la matriz A, y resolver n sistemas (por
sustitucién hacia delante y hacia atras) con la misma matriz.

El coste de resolver n sistemas, teniendo en cuenta que se factoriza una vez y se llama n
veces a cada rutina de sustitucién, supone un total de (4n3 — n)/3 operaciones.

Si se tiene que realizar una operacién A~ 'y y se halla A~! por eliminacién gaussiana y luego
se multiplica la inversa por y, se requieren (4n® —n)/3 4+ n? operaciones. Sin embargo, si A ly
es la solucién del sistema cuya matriz de coeficientes es A y cuyo término independiente es y,
usando eliminacién gaussiana sélo necesitamos (n® — n)/3 + n? operaciones. Por lo tanto, no
interesa hallar la inversa explicitamente.

La interpretacion fisica de la inversa es muy clarificadora. La mayoria de los sistemas lineales
usados en ingenieria se derivan de las leyes de conservacién, y la expresion matematica de esas
leyes es un balance para asegurar la conservacién de una determinada propiedad (masa, fuerza,
energia, ...). Asi por ejemplo, en una estructura, existe el balance de fuerzas en cada nodo. Un
ejemplo de balance de masa puede ser la masa que hay en cada reactor de un proceso quimico. Si
se escribe una ecuacion simple de balance para cada una de las partes que componen el sistema,
se obtiene un conjunto de ecuaciones que definen el comportamiento de la propiedad para todo
el sistema. Estas ecuaciones ademds estan interrelacionadas ya que los componentes interactiian
entre ellos. Por tanto el vector @ incégnita representa el valor de la propiedad tratada en cada
parte del sistema. Y el vector b contiene los elementos del balance independientes del sistema,
es decir los estimulos externos.

2.2.1.7. Determinante de una Matriz

Una vez que se ha calculado la descomposicion LU de la matriz A, y teniendo en cuenta
que el determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal
principal, se puede concluir que det(A) = det(U) = uy1 . . . Upp.
2.2.1.8. Eliminacién y Calculo de LU con Pivotaje Parcial

Considérese el sistema de ecuaciones lineales a resolver:

(el) 2z + x2 + 223 = 1
(€2) -2z, — 25 — 1023 = 2 (2.25)
(e3) 4x; — 2z + 2xz3 = 20.

De los tres elementos de la primera columna el de mayor valor absoluto aparece en la ecuacién
(e3). Se intercambian las ecuaciones (el) y (e3), y se construye la matriz de permutacién P1:

0 01
P'=|010]. (2.26)
1 00
Esta dltima matriz se obtiene de intercambiar las filas de la matriz identidad en el mismo
orden.

El sistema equivalente que se obtiene es:
(el) 4z — 2x9 + 2x3 = 20
(e2) —2x; — 229 — 10x3 = 2 (2.27)
(e3) 2x; + zy + 223 = 1.



34 2. Herramientas Matemdticas con MATLAB

A continuacién comienza el proceso de eliminacién. En primer lugar, se elimina x; de las
ecuaciones (e2) y (e3). Para ello, se suma a la ecuacién (e2) la ecuacién (el) multiplicada por
1/2 y a la ecuacién (e3) se le resta la ecuacién (el) multiplicada por 1/2. De esta manera se
obtiene el sistema equivalente:

(el) 4x; — 2z + 223 = 20
(e2) — 3y — 93 = 12 (2.28)
(e3) 209 + a3 = 9.

De los dos elementos de la segunda columna el de mayor valor absoluto aparece en la ecuacién
(e2), por lo tanto no es necesario realizar una permutacién. En este caso la matriz de permutacion
queda como:

100
P’=|010]. (2.29)
00 1

El siguiente paso es eliminar xs de la ecuacién (e3). Para ello, se suma a la ecuacién (e3) la
ecuacién (e2) multiplicada por 2/3. Asi, se obtiene el sistema equivalente:

(el) 4x; — 2z + 223 = 20
(€2) — 3z3 — 9z3 = 12 (2.30)
(e3) brg = -—L.

Una vez concluida la eliminacién de incégnitas, se obtiene un sistema de ecuaciones triangular
superior, que se resuelve por sustitucién hacia atras, es decir, de la ecuacién (e3) se obtiene

x3 = 1/5 = 0,2, sustituyendo este valor en (e2) se obtiene zy = % = —4,6 y finalmente
. ) 20—21/5+212+9/5
sustituyendo este valor en (el) se obtiene x; = / ——— = 2,6.

Las matrices triangular inferior L, triangular superior U y la matriz producto de las matrices
permutacién P = P'P? ... P", quedan de la siguiente manera:

1 0 0 4 -2 2 001
L=| -1/2 1 0|;U=|0 -3 -9 |;P=P'P>’=|01 0]. (2.31)
/2 -2/3 1 00 -5 100

Notese que resolver un sistema Ax = b siguiendo el método de eliminacién con pivotaje
parcial es equivalente a resolver el sistema PAx = Pb, siendo P la matriz de permutacion
producto de las matrices permutacién necesarias para intercambiar filas de la matriz. Con el
algoritmo con pivotaje parcial se genera una factorizacion PA = LU. Para resolver el sistema
Ax = b, se puede resolver el sistema equivalente LUx = Pb, mediante dos sustituciones, una
hacia adelante y otra hacia atras, tal y como se hizo en la seccién anterior.

La solucién del sistema anterior con MATLAB es:

>> A=[2 1 2; -2 -2 -10;4 -2 2]; b=[1;2 ;20];

>> A\b
ans =
2.6000
-4.6000

0.2000
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2.6000
-4.6000
0.2000

2.2.1.9. Problemas con la Factorizacién LU

Los mismos problemas que se planteaban en el método de eliminaciéon de Gauss surgen en
la descomposicién LU, y la forma de resolverlos es exactamente la misma.

Hay dos tipos de descomposiciéon LU, la de Doolittle, en la que la matriz L tiene los unos
sobre la diagonal (la que se ha visto en este libro). Y la de Crout, en la que es la matriz U la que
tiene los unos sobre la diagonal. Aunque hay algunas diferencias entre las dos aproximaciones,
su comportamiento numérico es similar.

El pseudocddigo de la descomposicién LU, es muy similar a la descomposicion de Gauss,
pero tiene 4 caracteristicas que vale la pena mencionar:

1. Los factores de la fase de eliminacién se guardan en la parte inferior de la matriz.

2. Se mantiene el pivoteo pero sin intercambio de filas, disponemos de un vector con el orden
de pivoteo.

3. Las ecuaciones no estan escaladas pero se usan valores escalados para determinar la fila
pivote.

4. Se controla el término de la diagonal principal para comprobar si la matriz es singular o
estd mal condicionada.

Algoritmo 2.2 (Descomposicién LU).
Entrada: Matriz de coeficientes a(n,n), y vector de términos independientes b(n)

Paso 1: Se almacenan en un vector s(n) los valores maximos de cada fila (ecuacién), y en o(n)
el orden inicial de las ecuaciones.

Paso 2: Para k =1,...,n — 1, se realizan los pasos 3-7. (Eliminacién)

Paso 3: Para j = k,...,n. Determinar en la columna k, el mayor valor del cociente
a(o(7),k)/s(o(j)). Si el cociente es menor que una tolerancia prefijada el sistema es
singular o mal condicionado, el procedimiento concluye.

Paso 4: Si k distinto de j, intercambio los elementos del vector o.
Paso 5: Parai=k+1,...,n hacer los pasos 6-7

Paso 6: Calcular el coeficiente para pivotar m = a(o(i), k)/a(o(k), k), que se alma-
cena en a(o(i), k).
Paso 7: Paraj=k+1,...,n a(o(i),j) = a(o(i),j) — m*a(o(k),j)

Paso 8: Si a(n,n) = 0, no existe solucién unica. El procedimiento concluye.
Paso 10: Se obtiene la matriz P, y se cambia la A = P % A. Lo mismo con b = P * b.

Paso 11: De i = 2,...,n sustitucién hacia adelante. d(1) = b(1)
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Paso 12: De j =1,i— 1 b(:) = b(i) — a(i, ) * b(j)
Paso 13: Dei=n—1,...,1 sustitucién hacia atrés. z(n) = b(n)/a(n,n)

Paso 14: De j =i+ 1,n b(i) = b(i) — a(i,j) * z(j)

Paso 15: z(i) = b(z)/a(i,i). Obtencién de la solucién del sistema, x.

2.2.1.10. Condicionamiento de una Matriz

Sea || @ || una norma matricial y A una matriz invertible. El nimero
cond(A) = || Al[| A7

se denomina condicionamiento (o nimero de condicién) de la matriz A. El nimero de condicién
de una matriz se calcula mediante MATLAB con la funcién “cond(A)”. A continuacién se muestra
un ejemplo en MATLAB de una matriz mal condicionada y su ntimero de condicién:

>> help hilb

HILB Hilbert matrix.
HILB(N) is the N by N matrix with elements 1/(i+j-1),
which is a famous example of a badly conditioned matrix.
See INVHILB for the exact inverse.

This is also a good example of efficient MATLAB programming
style where conventional FOR or DO loops are replaced by
vectorized statements. This approach is faster, but uses
more storage.

>> H=hilb(2)
ans =

1.0000 0.5000
0.5000 0.3333
>> cond (H)

19.2815

Hay una serie de consideraciones importantes respecto al niimero de condicion:

= Siempre se verifica que el condicionamiento de una matriz es siempre un niimero mayor o
igual que 1. Se puede demostrar que

JAz] _
]

|aa)
4]

ond(A)

Que implica que el error relativo en la norma del vector calculado x puede ser tan grande
como el error relativo de la norma de los coeficientes de A multiplicada por el nimero de
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condicién. Por tanto cuanto mayor sea el nimero condicién mayores son los errores en la
solucion calculada y el sistema puede llegar a estar mal condicionado.

Si el nimero de condicién es mucho mayor que uno, la matriz estd mal condicionada y la
solucion del sistema puede no ser fiable; si por el contrario estd préximo a uno, se dice
que la matriz estd bien condicionada y los posibles errores relativos en la solucién estédn
acotados por los errores relativos cometidos en los datos del sistema (matriz y término
independiente). Por ejemplo, si un sistema se resuelve con una precisién de 10716 y el
nimero de condicién es de 10'9, la solucién tiene un error relativo de 1076 x 101> = 10~1,
que puede no ser suficiente.

Cuando se trata de resolver un sistema lineal Az = b en el que A una matriz con un
numero de condicién elevado, se utiliza un precondicionador para corregir el problema.
Existen muchas técnicas para resolver este tipo de problemas.

MATLAB a medida que resuelve el sistema calcula, mediante el comando rcond(A) una
aproximacion del inverso del nimero de condicién de la matriz de coeficientes A, con lo que
se dispone de un aviso para tener en cuenta que si rcond(A) es pequeno, hay posibilidad de
un gran error en la solucién si se ha cometido un pequeno error en los datos del sistema:

>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]; b=[1 0 0]’;

>> x=A\Db

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-018.

1.0e+015 *

-4.5036
9.0072
-4.5036

>> Axx

ans =

En la resolucion del sistema anterior aparece un mensaje de error que informando de que
la matriz de coeficientes puede ser casi singular (estar mal condicionada). De hecho, la
solucion que se ha obtenido no es solucién del sistema, basta con observar que Ax # b.

Notese, sin embargo, que esto no impide que MATLAB obtenga la inversa de la matriz:
>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]; b=[1 0 0]’;

>> invA=inv(A)
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
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Results may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-018.
invA =
1.0e+016 *
-0.4504 0.9007 -0.4504

0.9007 -1.8014 0.9007
-0.4504 0.9007 -0.4504

>> invAx*A

ans =
0 -4 0
0 8 0
4 0 0

Se puede comprobar facilmente que nuestro sistema es incompatible. Es pues 16gico calcular
cond(A) antes de resolver un sistema.

En el caso del sistema anterior, se puede calcular el rango de la matriz y de la ampliada,
de esta forma veremos que es un sistema incompatible

>> rank(A)

ans =

>> rank([A b])

ans =

2.2.1.11. Descomposicion de Cholesky

Considérese ahora un sistema lineal Az = b donde la matriz A es simétrica y definida
positiva, situacién que se da en muchas ocasiones en los problemas de ingenieria. En este caso
se puede demostrar que existe una matriz triangular inferior L tal que A = LT L.

a1 a2 a3 liiy 0 0 li1 li2 his
ag) agr azz | = | lag Il O 0l a3 |. (2.32)
asy agz as3 l31 l32 33 0 0 33
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donde lij = ljz‘.

Demostracién.
1 0 0 Uuilp U2 U1s
A=LU = 121 1 0 0 U292 U23 (2.33)
l31 l32 1 0 0 uss
donde se puede demostrar facilmente que u;; > 0,Vi =1, ..., 3, puesto que la matriz es definida

positiva. Si intercalamos la matriz diagonal e invertible

D = diag(\/ui1, \/u22, /u33)

en la factorizaciéon LU, como

D™t = diag(1//ui1, 1/v/u2z, 1/\/uz3)

se obtiene A = LU = (LD)(D~'U). Si se considera B = LD y C = D7 'U, se verifica
A = LU = BC. Por ser A simétrica, A = AT por tanto

BC =A=A"=(BC)" =C"B".

Como
3

det(B) = det(B") = [ [ vua > 0,
i=1
tanto B como B” son invertibles. A partir del resultado anterior se puede demostrar facilmente
que A = BC = BB donde B es triangular inferior.
|
Aunque la demostracién anterior nos da un camino para calcular la descomposiciéon de
Cholesky de una matriz simétrica y definida positiva, la forma de obtener la matriz L es la
siguiente:

/ i-1
i = \Jai — 20 By
=1 (2.34)

i—1
Lij = (a;; — > leilkj)/lis,j =i+ 1,i+2,...,n.
k=1

El nimero de operaciones que se realiza con el método de Cholesky es muy inferior al de Gauss
(del orden de la mitad).

A continuacién aplicaremos el método de Cholesky para resolver el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

r1T — T2 + x3 = 4
—x1 4+ 229 — x3 = -3 (2.35)
I - X2 + 5:63 = 1,

cuya matriz de coeficientes del sistema es:

1 -1 1
A=| -1 2 -1 (2.36)
1 -1 5,

que es simétrica y definida positiva. A continuacion, se calcula su factorizacion de Cholesky:
l11 0 0 l11 lLig i3 1 -1 1

lo1 oo 0 0 g9 l23 = —1 2 —1 (2.37)
l31 32 33 0 0 33 1 -1 5
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En el primer paso ¢ = 1, se obtiene:

lit = Va1 = 1;

iy =(ay)/ln,j=1,2,3=la=—1lz =1

En el segundo paso i = 2:

loo = \Jags — 12, = 1;
a3 — l12l13
lag = T 0;
22

y por ultimo, en el tercer paso ¢ = 3, se obtiene:

l33 = 1/ a33 —l%g — l%g = 2.

Por lo tanto la matriz L es:
1 -1 1
L=10 1 0. (2.38)
0 0 2

Una vez que se ha descompuesto la matriz A = LT L, resolvemos el sistema Az = b, en dos
pasos, primero resolvemos LTy = b por sustitucién hacia adelante y luego resolvemos Lz = y
por sustitucion hacia atras.

Ahora resolvemos el problema anterior con MATLAB, para lo cual se utiliza la funcién
chol(A):

>> A=[1 -1 1;-1 2 -1; 1 -1 5]

A =
1 -1 1
-1 2 -1
1 -1 5

1 -1 1
0 1 0
0 0 2

1 -1 1
-1 2 -1
1 -1 5

>> y=transpose(L)\b;
>> x=L\y
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5.7500
1.0000
-0.7500

>> A=[2 -1 0; -1 2 0;-1 -1 -1];% matriz no definida positiva
>> chol(A)
??? Error using ==> chol Matrix must be positive definite.

Respecto a la descomposicién de Cholesky, hay dos consideraciones importantes:

» Si A = LT L es la factorizacién de Cholesky de una matriz A simétrica y definida positiva,
entonces

det(A) = 12,13, ... 12,.

= Si se desean resolver varios sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz A = LT L,

de nuevo la estrategia es, una vez calculada la matriz L, resolver los sistemas triangulares
LTy=by Lz =y.

Algoritmo 2.3 (Descomposiciéon de Cholesky).
Entrada: Matriz de coeficientes a(n,n), simétrica y definida positiva .

Paso 1: Se genera la primera fila de la matriz triangular superior solucién L. L(1,1) = /a(1, 1),
parak =2,...,n, L(1,k) = a(1,k)/L(1,1).

Paso 2: Para¢=1,...,n — 1 hacer los pasos 3-4.

Paso 3: Parak =1,...,i—1. Se acumula el siguiente sumatorio L(i,4) = a(i,i) — L(k,7)?.
Si el valor de L(i,4) < 0, la matriz no es definida positiva, el procedimiento concluye.
Sino, L(i,i) = \/L(i,1).

Paso 4: Para j =i+ 1,...,n, y para k = 1,...,i — 1, se acumula en L(i,5) = a(i,j) —
L(k,1) * L(k, j), y después del ciclo k, se divide L(¢,5) = L(4,7)/L(3,1).

Paso 5: Se calcula L(n,n) mediante el paso 3 con i = n.

Salida: Una matriz triangular superior L, que si la multiplicamos de la siguiente manera LT L
se obtiene A.

La descomposiciéon de Cholesky, sélo se puede aplicar para matrices simétricas y definidas
positivas. Si se cumple, no se produce el caso de obtener una raiz negativa durante el proceso
de descomposicién.

Otra ventaja de las matrices definidas positivas es que no requieren el pivoteo para evitar
divisiones por cero. Por lo que se puede implementar el algoritmo sin la complicacién del pivoteo.
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HBW+1

Diagonal principal

Figura 2.3: Ejemplo de sistema en banda.

2.2.1.12. Casos Particulares de Sistemas

Existen adaptaciones de los algoritmos anteriores para trabajar con matrices banda. BW
y HBW designan el ancho de banda y el semiancho de banda. Como caso particular de los
anteriores estdn los sistemas triangulares cuyo ancho de banda es 3. Para la resoluciéon de un
sistema tridiagonal se utiliza el algoritmo de Thomas que es una adaptacién de la descomposicion
LU para este caso.

2.2.1.13. Algoritmo de Ortogonalizacion

En esta seccién se analiza cémo resolver el sistema de ecuaciones (2.8) usando conjuntos
ortogonales. Con este propésito se incorpora una nueva variable artificial x,41 y se analiza el
sistema de ecuaciones equivalente siguiente:

;11 + -+ AinTn — G p+1Tnt1 = 23 i=1,...,n (2.39)

Tp+1 =

donde ahora x tiene n + 1 componentes. Se trata de calcular el espacio ortogonal a las filas de
la matriz en 2.39.

Algoritmo 2.4 (Algoritmo de ortogonalizacién).
= Entrada: Un sistema de n ecuaciones lineales con n + 1 incdgnitas en la forma 2.39.

= Salida: La solucién general del sistema de ecuaciones o un mensaje indicando que no
existe solucidn.

Paso 1 : Hacer W =1,,;1, donde I,,;; es la matriz identidad de dimensién n + 1.

Paso 2 : Haceri=1y £=0.

T

Paso 3 : Calcular los productos escalares tg = a;

por las columnas de W.

ew;;j=1,...,n+1, de la fila i-ésima de A

Paso 4 : Para j = £ 4 1 hasta n localizar la columna pivote r;, como la primera columna no
ortogonal a la fila i-ésima, es decir, ¢;* # 0. Si no existe tal columna, ir al Paso 7 si
t?“ = 0; si no, escribir “el sistema de ecuaciones es incompatible” y salir.
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Tabla 2.1: Iteraciones para resolver el sistema 2.40.

Iteraciéon 1 Iteracién 2 Iteracién 3

W1 V1 Vo V3 W1 Wo V1 Vo W1 Wo W3 V1
1 1 O 0 O 2 7 -1 -1 1 1 8 -1 -2 -2
1 0 1 0 O 3 0 1 0 0 51 -2 1 1 3
1 0 0 1 1 0 0 1 0 -1 0 0 1 0
-11 0 0 O 1 51 0 0 0 1 2 0 0 0 1

1 1 1 -1 2 1 -1 -3 -7 4 2 15

Tabla Final
W1 W9 W3 Wy
4 3 -1 13
3/2 -1 1/2 -9/2
7/2 -2 1/2 -15/2
0 0 0 1

Paso 5 : Hacer { = £ + 1 y dividir la columna rp-ésima por ¢;*. Si ry # ¢, intercambiar las
columnas £ y 1y, vy los productos escalares asociados.

Paso 6 : Paraj = 1hastan+1yj # rgsi t{ # 0 hacer wy; = wkj—tg*wkg, parak=1,...,n+1.
Paso 7 : Si ¢ =m ir al Paso 8. En caso contrario, incrementar ¢ en una unidad e ir al Paso 3.

Paso 8 : Devolver W, 1+ L {W/i1,..., Wy} como la solucién general del sistema, donde W; es
la columna j-ésima de W sin el iltimo elemento.

]
A continuacion, se va a aplicar el algoritmo de ortogonalizacion para resolver el sistema:
ry + x2 4+ w3 =1
2c1 4+ 3x0 + x3 = 5 (240)
€1 + dxy — 3 = —2,
que introduciendo una variable auxiliar x4, se transforma en el sistema equivalente:
T + X9 + 23 — x4 = 0
2c1 4+ 3x0 + x3 — dxry = 0
2.41
T + 5.%'2 - r3 —+ 2.%'4 =0 ( )
ry = 1.

En la tabla 2.1 se muestran las iteraciones del algoritmo de ortogonalizacién. Se parte de
la matriz identidad y en cada iteracién se va transformando hasta llegar a la solucién final.
En la primera columna se muestran las filas de la matriz A, en la 1ltima fila de cada tabla se
muestran los productos escalares, las columnas pivote estan en negrita y en el interior de la tabla
se muestra como se va transformando la matriz W'.

Este método tiene las siguientes caracteristicas:

= Tiene la misma complejidad que el método de Gauss.
= Se pueden utilizar técnicas de pivotaje parcial para evitar errores de redondeo.

» Es muy versatil y permite de forma relativamente sencilla actualizar soluciones cuando se
incorpora una nueva ecuacién al sistema o se cambia una ecuacién ya existente.
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2.2.2. Meétodos Iterativos para la Resolucién de Sistemas Lineales

En esta seccion se introducen los métodos iterativos para la resolucién de sistemas lineales.
Estos métodos proporcionan la solucién de Ax = b como limite de una sucesién de vectores, es
decir, la solucién se obtiene de forma aproximada.

El uso de estos métodos es apropiado en situaciones en las que los métodos directos no
ofrecen buenas soluciones:

1. Cuando la matriz del sistema tiene un tamano muy grande m >> 100. En esta situacién
el error de redondeo es grande y los resultados obtenidos con los métodos directos pueden
diferir bastante de los reales.

2. Muchas aplicaciones requieren trabajar con matrices de un gran tamano (n ~ 100000) y
vacias o huecas, es decir, matrices en las que la mayoria de sus elementos son nulos:

a) Si los elementos no nulos estdn distribuidos alrededor de la diagonal principal, se
pueden aplicar métodos directos. La factorizacion LU y la de Cholesky preservan la
estructura de matriz banda.

b) Cuando lo anterior no ocurre se dice que la matriz es dispersa. Al aplicar Gauss se
consiguen anular los elementos de una columna por debajo de la diagonal principal,
pero se convierten en elementos no nulos algunos que previamente lo eran. Con lo que
la matriz que inicialmente era vacia se va llenando y en cada paso crece el nimero de
elementos que hay que anular.

c¢) Existen técnicas sofisticadas que adaptan los métodos directos, introducidos en las
secciones anteriores, al caso particular de matrices dispersas.

Con los métodos iterativos no aparecen estos problemas puesto que se basan en la resolucién de
sistemas diagonales o triangulares.

2.2.2.1. Meétodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Supongase el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

anxry + appr: + aizrs = b
a21x1 + axrz + ayr3 = b (2.42)
az1r1 + azery + azzrs = bs.

Si se despejan las incégnitas x1,x2 y 3 se obntiene:

b1 — a2z — a13x3

Tl = )
an
by — a2171 — az3x3
o = y (2.43)
a2
b3 — az1r1 — az2x2
T3 — .

ass

Y suponiendo que £*) es una aproximacién de la solucién del sistema (2.43), es decir, de
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x = A~'b, un modo natural de generar una nueva aproximacién &+ es calcular

LD by — a129€(2k) - a139€gk)
\ -

)

ay
(k) (k)
xgﬁ_l) _ by — a21T{ " — G23T3 ’ (2.44)
agg
k k
S _ s — ag 2t — agay
8 as3 ’

de esta forma se define la iteracién de Jacobi para n = 3. En general, para un sistema n x n, la
iteracion de Jacobi se define de forma genérica de la siguiente manera:

i—1
<b _Zaw W Z Qg (k>

Jj=i+1

x§k+1) _

(2.45)

Qg

Analizando la ecuacién 2.45, se puede observar que en cada iteracién no se utiliza la infor-

(k+1) (k+1) (k)

macion mas reciente para calcular x; se utiliza z;"’ en

1
vez de :c(lk+ ).

. Por ejemplo, en el calculo de z,

Si modificamos la ecuacién 2.45 de forma que en cada iteracién se utilice la informacién mas
reciente, se obtiene la iteracién de Gauss-Seidel:

i—1
k 1)
(bi— 5 a3 ;i
k+1 J=1 J=i+1
2P = .

Qi

(2.46)

En general, el método de Gauss-Seidel es mas rapido que el método de Jacobi.
Las iteraciones de Jacobi y Gauss-Seidel se pueden expresar en forma matricial empleando
matrices triangulares. Sean

0 0 0 0 a2 a3
L= a1 0 0 ;U = 0 0 a3 (2.47)
az; asg 0 0 0 0

y D = diag(a11,a,as3). La iteracién de Jacobi tiene la forma Mj; z*+t1) = N; 2®) 4+ b,
donde M ;=D y Nj=—(L+U). La iteracién de Gauss-Seidel se define como M ¢ b+l =
Ngz® +bdonde Mg =(D+L)y Ng=-U

Comentario 2.1 Los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel pertenecen a un conjunto de métodos
iterativos que tienen la forma
Mz*) = Nz 1 p,

donde la matriz del sistema se puede escribir como A = M — N, siendo M una matriz fdcil de
invertir (diagonal o triangular inferior).

La convergencia del modelo anterior depende del valor del radio espectral de la matriz M ' N,
que se define como el mdximo de los valores absolutos de sus valores propios. [ |

Teorema 2.2 (Convergencia). Sean el vector b € R"™ y la matriz no singular A= M — N €
R™ ™. Si M es no singular y el radio espectral de M~ N es menor que uno, entonces el valor
x®) definido como Mx*tY) = Nz®) + b converge a la solucién © = A~'b, para cualquier valor
inicial (0.
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Comentario 2.2 Respecto a la convergencia cabe destacar que:

= Fn una iteracion de Jacobi, una condicion que garantiza que el radio espectral es menor que
uno es que la matriz A sea estrictamente diagonal dominante, que por suerte en ingenieria,
es el caso de sistema mds habitual. Matemdticamente implica que:

n

|aii| > Z |aijl.

j=Lij#n

En general, cuanto mds dominante es la diagonal mayor velocidad de convergencia se
tiene.

= Si la matriz A es simétrica y definida positiva, entonces la iteracion de Gauss-Seidel
converge para cualquier valor inicial z(©).

En la literatura, existen muchos trabajos que tratan estos temas. [ |

Comentario 2.3 Otro aspecto importante en estos métodos iterativos es el test de parada de
las iteraciones.

» El test mds sencillo que se puede emplear es detener el proceso cuando la diferencia entre
dos iteraciones consecutivas sea menor que la tolerancia admisible €

lz* Y — 2@ < ella®+D).

Este test tiene el inconveniente de que puede cumplirse sin que el vector ¥V esté prézimo
a la solucion x.

s Otra condicion de parada de las iteraciones que es mds adecuada, consiste en estudiar el
vector residuo

r) =b— Az = A(x — 2W).
Es razonable pensar que si '¥) ~ x entonces Az ~ b y reciprocamente. Por tanto, se
pueden detener las iteraciones cuando se cumpla la siguiente condicion:

Ir®)_ [Az® — Az
5] | Az]]

2.2.2.2. Método de Relajacién

El método de Gauss-Seidel converge de forma lenta si el radio espectral de la matriz M 51N Ie
es préximo a uno. Una manera de acelerar la convergancia del método de Gauss-Seidel es usando
la relajacion. La idea es tomar como siguiente aproximacién a la solucion, no el que resultaria

directamente de aplicar el método, sino una media ponderada entre éste y el valor anteriormente

hallado )
x?uevo _ )\x?uevo +(1-)) x?nterlor_

Con lo que la aproximacién de la soluciéon en la iteracion k + 1 queda de la siguiente manera:

i—1 n
<b¢ - Zl aijay T ,Z;rlaiﬂﬁ‘k))
(k1) — ) = = +(1 =Nz, (2.48)

x i

Qg
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donde A es un factor entre 0 y 2. Si A es igual a uno el resultado no se modifica. Si es menor que
1, el resultado es un promedio del resultado antiguo y el nuevo (subrelajacién), se emplea para
que un sistema no convergente converja, u amortigiie sus oscilaciones. Si A es mayor que 1, se
da una ponderacién extra al nuevo valor (sobrerrelajacién) con lo que los sistemas convergentes
aceleran su convergencia.

Algoritmo 2.5 (Método de Gauss-Seidel).

Entrada: Matriz de coeficientes a(n,n), y vector de términos independientes b(n). Nimero
méximo de iteraciones (niter), error relativo maximo (es), pardmetro para la relajacién
(lambda). Como solucién inicial se toma z = (0,...,0)T.

Paso 1: Se normalizan todas la ecuaciones dividiendo sus elementos por el elemento que esta en
la diagonal principal. Para i = 1,...,n dummy = a(i,i),b(i) = b(i)/dummy, para j =
1,...,n.a(i,j) = a(i,j)/dummy,

Paso 2: Mientras iter sea menor niter y sentinel = 0 hacer los pasos 3-6.

Paso 3: sentinel = 1.

Paso 4: Para i = 1,...,n. old = z(i), (i) = b(i), de j = 1,...,n, si i distinto de j,
x(i) = z(i) —a(i,j) * z(j). Salir del ciclo j y calcular la siguiente aproximacién de la
solucién, z(i) = x(i) * lambda + (1 — lambda) * old.

Paso 5: Si sentinel = 1, y x(i) es distinto de cero:

v ea = abs((x(i) — old)/x(i)), si ea > es entonces sentinel = 0.

Paso 6: iter = iter + 1.

Salida: El vector x con la solucién del sistema.

A continuacién se muestra el cédigo MATLAB con la implementacién del Algoritmo 2.5:

function
[x,iter]=Gseidel(a,b,imax,es,lambda)

%  GSEIDEL es una funcion que resuelve el sistema Ax=b

% por el metodo de Gauss-Seidel. A es la matriz de coeficientes
% del sistema. B es el vector de t?rminos independientes.

%  IMAX es el numero maximo de iteraciones permitido, ES es el

%  error relativo maximo, y LAMBDA es el factor de relajacion.

if nargin<3,imax=100;end if nargin<4,es=0.0001;end if
nargin<b,lambda=1;end

[m,n]=size(a);

if m>n,
error(’la matriz ha de ser cuadrada’);
er=1;
elseif m<n,
error(’la matriz ha de ser cuadrada’);
er=1;
else
er=0;
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end

if not(er),

end

uso

>>
>>

ans

>>

ans

x=zeros(n,1);

for i=1:n,
dummy=a (i,i);
b(i)=b(i)/dummy;
a(i,:)=a(i,:)/dummy;

end
iter=0;
sentinel=0;
while iter<imax & sentinel==0,
sentinel=1;
for i=1:n,
o0ld=x(i);
x(1)=b(1);
for j=1:m,
if i7=j,
x(i)=x(i)-a(i,j)*x(j);
end
end
x(i)=1lambda*x(i)+(1-lambda)*old;
if sentinel==1 & x(i)~=0,
ea=abs ((x(i)-0ld)/x(i));
if ea>es,
sentinel=0;
end
end
end
iter=iter+1;
end

El empleo de la funcién implementada es sencillo. A continuacién se muestra un ejemplo del
del algoritmo implementado en MATLAB:

A=[2 -2 0; 2 3 -1; -1 0 2];b=[1;1;2];
A\b

0.7778
0.2778
1.3889

Gseidel(A,b,100,0.001,0.5)

0.7767
0.2775
1.3875
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y A
J(x)
R
£(x) S
a=x, b=x M

Figura 2.4: Interpretacién gréafica de la cuadratura de una funcién en un intervalo cerrado.

2.3. Integracion Numérica

En esta seccién se estudian métodos para el calculo aproximado de integrales de la forma:

b
I:/ f(z)dx, (2.49)

siendo f(x) una funcién integrable en el intervalo acotado [a,b]. Histéricamente, el célculo de
integrales (que inicialmente se asocié a dreas) se conoce en matematicas como cuadratura, re-
servandose la palabra integracién para la resolucién de ecuaciones diferenciales. Asi, por ejemplo,
el problema de la cuadratura del circulo trataba de construir mediante una regla y un compas un
cuadrado cuyo area coincidiese con la del circulo (este planteamiento difiere ampliamente de la
idea vulgar de considerar el problema de la cuadratura del circulo cémo el buscar razonamientos
sofisticados que demuestren que los circulos son cuadrados). De modo similar, el problema de
calcular (2.49) se concebia como hallar un cuadrado cuya area coincidiese con el cuadrildtero
curvilineo delimitado por el eje de abscisas, las rectas x = a 'y x = b y la funcién f(x) (véase la
Figura 2.4).

. Por qué utilizar la cuadratura numérica en vez de calcular la integral analitica exacta?
Existen diversas razones:

1. En muchas ocasiones no se dispone de la expresion analitica de la funciéon f a integrar,
sino sélo de una tabla de valores para determinados valores de la variable independiente
x, o de una subrutina que permite el calculo de la funcién f en cualquier punto x.

2. Incluso cuando se conoce la expresion analitica de la funcién a integrar f, y ésta sea una
funcién elemental, es probable que su primitiva no lo sea, es decir, no se puede calcular la
integral analitica.

3. En otras ocasiones la integral analitica es posible, pero muy complicada, y puede requerir
de una “idea feliz” para su resolucion, e.g., un cambio de variables.
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4. Aunque la primitiva sea elemental y obtenible sin necesidad de ideas felices, ésta puede
ser tediosa de encontrar, e incluso requerir técnicas numéricas mas complejas de las que
se necesitan para hallar (2.49).

La integracién numérica (también conocida como cuadratura) tiene gran utilidad por el
hecho de que la integracién analitica(exacta) en algunas situaciones no puede ser obtenida o su
obtencién es demasiado laboriosa.

2.3.1. Reglas de Cuadratura

La mayoria de los métodos numéricos aproximan la integral (2.49) utilizando una combi-
nacién lineal del tipo:

b n
7- / Fayde = 3 wif (@), (2.50)
@ i=1

de forma que una vez fijado el nimero de términos n, los pesos w;, y los nodos o abscisas x;
queda definida la regla de cuadratura. Normalmente las abscisas en las que se evalda la funcién
a integrar suelen hallarse en el intervalo de integracién [a,b] pero no es imprescindible. Eso si,
en caso de que esto ocurra, hay que asegurarse de que la funcién a integrar estd definida en los
puntos fuera del intervalo de integracién.

Algunos de los métodos numéricos para el cdlculo de cuadraturas numéricas son:

Foérmulas de cuadratura de Newton-Cotes: Se basan en la estrategia de reemplazar la
funcién inicial a integrar f(x) por una aproximacién polindmica cuya integracion es mas
sencilla. En este capitulo sélo se hace referencia a las formulas de Newton-Cotes de in-
tervalo cerrado, es decir, aquellas en las que los limites de integracién no se extienden
mas alla del rango de los datos. Las de intervalo abierto se reservan para la resolucion
de ecuaciones diferenciales ordinarias e integrales impropias. Conforme el grado del poli-
nomio seleccionado aumenta, la precision de la aproximacién es mejor, asi, se distinguen
por ejemplo:

1. Regla trapezoidal: El polinomio aproximante es una recta.

2. Regla de Simpson 1/3: Sustituimos la funcién original por un polinomio de grado
2 (una pardbola).

3. Regla de Simpson 3/8: El polinomio aproximante coincide con el polinomio de
Lagrange de orden 3.

4. Regla de Boole: El polinomio aproximante es de orden 4.

5. Formulas de orden superior: Reemplazando por un polinomio de grado n se
podria obtener la regla de orden n.

Es importante recalcar que todas estas férmulas se basan en la evaluacién ponderada de
la funcién en abscisas igualmente espaciadas.

Integracion de Romberg: Esta técnica estd especialmente disenada para alcanzar la eficien-
cia en las integrales numéricas de funciones. Esta basada en la extrapolacion de Richardson,
método que permite generar una estimacién numérica mas exacta a partir de dos estima-
ciones numéricas menos exactas. En concreto, estd basada en aproximaciones obtenidas a
partir de la regla trapezoidal.
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y A
S(x)
A
S (%) J(x)
a=x, b=x, x‘

Figura 2.5: Aproximacién trapezoidal.

Cuadratura de Gauss: Otro de los métodos mas difundidos para el cdlculo de cuadraturas
numéricas es el de la cuadratura Gaussiana. A diferencia de las férmulas de cuadratura
de Newton-Cotes, cuyas abscisas estaban igualmente espaciadas, este método selecciona
abscisas concretas basandose en las propiedades de unos polinomios ortogonales que au-
mentan el grado de la aproximacion. En funcién del tipo de polinomio ortogonal empleado
tenemos diversos métodos:

1. Cuadratura de Gauss-Legendre: Se basa en los polinomios de Legendre.

2. Cuadratura de Gauss-Laguerre: Basada en los polinomios de Laguerre.

3. Cuadratura de Gauss-Chebyschev: Se basa en los polinomios de Chebyschev.
4

. Cuadratura de Gauss-Hermite: Emplea los polinomios de Hermite.

A continuacion se describen alguno de los métodos més empleados en la préctica.

2.3.2. Regla Trapezoidal Simple

El primero de los métodos que se va a estudiar es el de la regla trapezoidal, que consiste
en la sustitucién de la funcién original por un polinomio de grado 1 (una recta), tal y como se
muestra en la Figura 2.5.

Para obtener regla del Trapecio para aproximar la integral de f(x) en el intervalo [a, b] basta
con sustituir f(z) por el polinomio de Lagrange de grado 1:

(x — x1) £

(x — x0)
2 ) + ),

Pl((L') = ((L‘l — .%'0)

x()) +

donde xy = a, 1 = b,y h = b— a es el tamano de paso. De forma que la expresién (2.50) queda
de la siguiente manera:

[ 1@ e [MTEZE ) 4 E2 2 251

(zo — 21)
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Tabla 2.2: Abscisas y pesos de la regla trapezoidal simple.
Abscisas (z;) | Pesos (w;)
i) h/2
T h / 2

Integrando

b T —x1)? x — x0)> i
[ 1w a = F——Qﬁuw+L—JLﬂm)

2(%0 - 561) 2(:61 - .To) zo
Ir1 — X

= —5 [f (zo) + f(21)]

y como h = x1 — xg, se obtiene la Regla Trapezoidal simple:

b
1= [ 1) do =5 fGao) + flan), (2.52)

La razén por la que se llama regla trapezoidal es que si f(x) es una funcién con valores
positivos, entonces fab f(x) dz se aproximada al drea del trapecio mostrado en la Figura 2.5.

El error cometido en la aproximacién mediante la regla del trapecio se obtiene facilmente
integrando el término de grado 2 del polinomio de Taylor despreciado en la aproximacién:

& = /I1 F(e) —=(x —x0)(x —x1)de

0

2
"
= f(e/ (r — xo)(x — z1)dx

// 3 2
f 26 [% _ % eizor

(2.53)

x1

o
3

= el

donde € € [a,b].
Noétese que esta formula integra de forma exacta polinomios de grado menor o igual que uno
(rectas).

2.3.3. Regla Trapezoidal Compuesta

La férmula anterior tiene el inconveniente de que sélo puede emplearse de forma razonable
(error suficientemente pequeno) sobre intervalos muy pequenos. Para poder aplicarse a intervalos
mas grandes de forma satisfactoria se puede dividir el intervalo de integracién inicial [a,b] en
subintervalos mas pequenos sobre los que posteriormente se aplica la regla trapezoidal simple.

Dado un intervalo de integracién [a,b] y sean a = zg, x;;1 = 1,2,...,n — 1y b = z,, las
ordenadas de los n + 1 puntos correspondientes a la subdivision del intervalo de integracién en
n tramos, tal y como se muestra en la Figura 2.6. La integral (2.50) puede expresarse de la
siguiente manera:

Iy = /f dx—/ flx dw—i—/ f(z)dz + . /xn_lf(x)dx, (2.54)
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y si se aplica la regla trapezoidal simple a cada una de las sub-integrales se llega a:

n

b
/ flayde =~ 2SI + fay)] b=

i=1

= RGO/ @) 4k ) 4 Se) + S =
n—1 .
= h (f(:co)/2 + 3 fw) + Flon) /2>

i=1

12

= hF07

donde h = (b — a)/n, y las coordenadas de los n + 1 puntos son x; =a+ixh; it =0,1,...,n.
El error de la férmula trapezoidal compuesta se obtiene como suma de los errores individuales
de cada uno de los subintervalos:

b_ n 3 "
TR U Zf" )=l S ). (2.56)

donde ¢; es un punto desconocido dentro del intervalo i-ésimo.
Este resultado se puede simplificar si tenemos en cuenta que el valor medio de la derivada
en el intervalo inicial [a, b] es:

Zf”(ei)
JF// ~ i=1 (2.57)

n

por lo que sustituyendo esta expresién en la férmula (2.56) se obtiene:

£ =— (blgn? 7 (2.58)

Nétese que en este caso si disminuimos el tamano de paso a la mitad (aumentamos el niimero
de subintervalos n al doble) el error de truncamiento se reduce a la cuarta parte.

2.3.4. Regla Trapezoidal Compuesta Mejorada

Uno de los principales inconvenientes de la férmula trapezoidal compuesta es que dado un
problema cualquiera, es complicado saber de antemano el nimero de subdivisiones adecuado
para obtener resultados razonablemente precisos. Obviamente, partiendo de la férmula (2.55)
y teniendo en cuenta el error (2.58) estd claro que para mejorar la aproximacién basta con
disminuir el tamano de paso h.

El objetivo del algoritmo compuesto mejorado propuesto en esta seccién es la de aprovechar
en el calculo de la nueva aproximacién las evaluaciones de la funcién de la aproximacién inicial.
Para que esto sea posible, se considera que el niimero de subintervalos de una aproximacién a
otra se duplica.

Partiendo de un nimero de subdivisiones inicial n y considerando (2.55). Podemos expresar
la integral buscada, mediante la férmula trapezoidal compuesta, de la forma:

il ;z [FG0) + F(ad)] Al = %Z L) + Fa?)] h =
= BLAGR)/24 S 4+ @)+ FED) + (/2] =
— hF,
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)

a=x, X, X, X, b= .
Figura 2.6: Descomposicién del intervalo [a,b] en subintervalos para la aplicacién de la regla
trapezoidal compuesta.

siendo h = (b — a)/n, y las coordenadas de los n + 1 puntos son ¥ = a +ixh; i =0,1,...,n.
Noétese que el superindice 0 en este caso hace referencia a la primera subdivision.

En el siguiente paso vamos a dividir los subintervalos iniciales en dos, con lo que aumentare-
mos en n el nimero de puntos, el punto medio de cada subintervalo. Asi, la nueva integral se
puede expresar de la siguiente formas:

T Mgl pad) ¢ P o P+ Fah) + F00)/2] =
= DU+ S+ aR)/2] + 5 () + Fh) + o+ S =
- h7F+§[f<xé>+f<x%>+...+f< ) = 2 [y +
siendo
Fl:nif(x})yx}:a+h/2+i*h;z‘:0,1,2,...,n—1.
=

El error cometido en la primera aproximacién se puede obtener tanto de forma exacta como
aproximada usando las siguientes expresiones:

- 7"

gc,l (b - CL) ]? c,1
75|

L7 12(n/21)2 !

~

(2.59)

donde el error aproximado 6(1:’1 se calcula como diferencia relativa entre las dos primeras aprox-
imaciones.

Este proceso se puede repetir tantas veces como se quiera sin mas que dividir cada subinter-
valo de la etapa i-ésima en dos. De esta forma en la etapa j-ésima se obtiene:

b J
ok h
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Figura 2.7: Subdivisién sucesiva del intervalo de integracién para la aplicacién del algoritmo
trapezoidal compuesto mejorado.

en la que cada uno de los términos Fj, se calcula de la siguiente manera:

n—1
Fozf(x8)+zf(x0)+M; B =a+ixh

2 ; ! 2
=1
n—1 h
Fl:z;f(le); x}:a+§+i*h
1=
2n—1
h . h
ng%f{ﬂ:?); x%:aﬂ—z—f—z*E
1=
4n—1
h h
F3:Zf(x?), x?:aﬂ—g—f—i*z
1=0
20-Dp—1
; ; h . h
Fj = Zg f(z)); xfza—i-g—i-z*ﬁ.
1=

El error en la etapa j-ésima queda como:

(b—a)’

[z - 7
12(n/27)2 B

fll, c,J ~ :
77|

E0T = ‘ (2.61)

donde el error aproximado ei’j se calcula como diferencia relativa entre las aproximaciones j y
la j —1.
El método propuesto puede implementarse usando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.6 (Algoritmo trapezoidal compuesto mejorado).

» Entrada: Funcién a integrar f(x), intervalo de integracién [a, b], nimero de subintervalos
iniciales n y precision deseada e.
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» Salida: Resultado aproximado de la integral.

Paso 1: Se establece el valor de h = (b —a)/n.
Paso 2: Se fija el valor inicial de la variable auxiliar Auzl = (f(a)+ f(b)) /2.
Paso 3: De i =1 hastan — 1:

m x=a+1x%h.

» Auxl = Auzxl + f(x).
Paso 4: I = Auxl * h.
Paso 5: Sedefine 1 =1+ 2xey j=2.
Paso 6: Mientras [I1 — I| > € repetir los Pasos 7, 8, 9 y 10:

» Paso 7: [1 =1.

» Paso 8: De i =0 hasta (j/2) *n — 1:
ex=a+h/j+ix2xh/j.
o Auxl = Auxl + f(x).

» Paso 9: Calcular I = Auxl xh/j.

= Paso 10: Actualizar el valor de j como j = j * 2.

Paso 11: Devolver I, y parar.

A continuacién se muestra el cddigo del algoritmo implementado en una funcién de MAT-
LAB:

function [I,cnt]=btrapz(funfcn,a,b,n,epsilon,trace)

% BTRAPZ Evaluacion numerica de una integral con un metodo de orden reducido
% I = BTRAPZ(’F’,A,B) aproxima la integral de F(X) desda A hasta B

% dentro de un error relativo de le-5 usando un procedimiento iterativo

% mediante la regla Trapezoidal. ’F’ es un string con el nombre de la

% funcion. La funcion F debe devolver un vector de valores de salida

% si se le da un vector de datos de entrada

% I = BTRAPZ(’F’,A,B,EPSILON) integra con un error maximo de EPSILON

% I = BTRAPZ(’F’,A,B,N,EPSILON,TRACE) integra con un error maximo de EPSILON
% comenzando con n subdivisiones del intervalo [A,B], para un valor de TRACE
% distinto de cero dibuja los puntos evaluados con un diagrama de puntos.

% [I,cnt] = BTRAPZ(F,a,b,epsilon) tambien devuelve el numero de evaluaciones
% de funciones

%  Roberto Minguez Solana

%  Copyright (c) 2006 por la Universidad de Castilla-La Mancha

if nargin < 4, n=1; epsilon =1.e-5; trace = 0; end
if nargin < 5, epsilon =1.e-5; trace = 0; end

if nargin < 6,trace = 0; end

if isempty(epsilon), epsilon=1.e-5; end

if isempty(trace), trace = 0; end

% Paso 1

h = (b-a)/n;

% Paso 3
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x = linspace(a,b,n+1);
y = feval (funfcn,x);
if trace
hold on
plot(x,y,’.”)
end
AuxI=0;
for i=1:1:n+1,
AuxT=AuxI+y(i);
end
AuxT=AuxI-y(1)/2-y(n+1)/2;
cnt=n+1;
% Paso 4
I=AuxIx*h;
% Paso 5
I1=I+epsilon*2;j=2;
% Paso 6
while abs(I - I1)>epsilon,
cnt=cnt+j*n/2;

% Paso 7
I1=1;
% Paso 8

x=linspace(a+h/j,b-h/j,j*n/2);

y = feval(funfcn,x);

for i=1:1:j*n/2
AuxT=AuxI+y (i) ;

end
% Paso 9
I=AuxI*h/j;
%  Paso 10
J=3*2;
%  Dibujo
if trace
hold on
plot(x,y,”.%)
end
end

Una de las ventajas del algoritmo trapezoidal compuesto mejorado es la eficiencia en el calculo
de las evaluaciones de la funcién, ya que aprovecha la informacién de la integral calculada con un
ancho de intervalo para evaluar la siguiente, y permite prescindir de la seleccién de un ntimero
de subintervalos inicial. Ademds, debido a su estructura es facil de incorporar en la integracién
de Romberg ayudédndose de la extrapolacién de Richardson.

2.3.5. Regla de Simpson 1/3 Simple

Uno de los métodos para mejorar la aproximaciéon de la cuadratura con respecto a la regla
trapezoidal consiste en emplear polinomios de grado mayor. Si se sustituye la funcién original
f(x) por el polinomio de Lagrange de grado 2:

(x —xy) (z—x9)
(z1 — o) (z1 — 22)

(x —x1) (z—x2)
(zo — 21) (z0 — 22)

Py(z) = f@o) + fla) +



2.3 Integracion Numérica 59

a=x, X b=x, X

Figura 2.8: Aproximaciéon mediante el polinomio de Lagrange de grado 2. Regla de Simpson
1/3.

donde zp = a, z9 = by 1 = a+ h, donde h = (b — a)/2 (véase la Figura 2.8) es el tamano de
paso. De esta forma, la expresién (2.50) queda de la siguiente manera:

b 1 r—x1)(x—x r—x9)(xr —x

zo — x1)(z0 — 3) (z1 — o) (21 — 22) (2.62)
(z — zo)(z — 1)
(e — o)z — ) 72| 4

e integrando y operando!, se obtiene la Regla de Simpson simple:
x9 h
[ (@) do Ty = 2 (#(a0) + 45(@) + o). (263)
o

El error cometido en la aproximacién mediante la regla de Simpson 1/3 se obtiene partiendo
del desarrollo en serie de Taylor de la funcién a integrar f(x) en el entorno del punto medio del
intervalo x1:

(1)
2!

(z—x1)*+ %(m—xl)g—i-

f(4)(61)
4!

f@) = fla)+f (@) (@ —21)+ (z—21)" (2.64)

Integrando el desarrollo en serie en el intervalo [xg, 2] obtenemos:

/12 flx)dz = [f@l)(x — 1) + f(a1)(x —21)?/2 + f”((;xl) (x —21)°
" e ) (¢ T2 (2.65)
+f 2(4 1) (.%' . 1‘1)4 + f 12(01) ((L‘ _ 1‘1)5

Considerando que h = x9 — x1 = 1 — x2 y sustituyendo en la expresién (2.65) se llega a:

T2 3 (4) €
[ @ = gt + 5w + L (2.66)

'Para la integracién se recomienda sustituir toda la expresién en funcién de zo y de h teniendo en cuenta que
r1 =x0+ h y x2 = xo + 2h. Esto simplifica considerablemente los célculos.
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La derivada segunda de la funcién en el punto x; calculada por diferencias finitas centrales
es igual a:

2
F(a1) = o (Flro) 2 (1) + Fw2) — = 7O ea). (2.67)

Sustituyendo esta expresién de la derivada segunda en la ecuacién (2.65) y teniendo en cuenta
que €1 = €2 = € se obtiene:

/ Fla)de = o [F(xo) + 4 (1) + F(w)] - —f<4 (0). (2.68)

donde la primera parte de la expresién es la regla de Simpson (2.63) y la segunda parte es el
error cometido en la aproximacion:

_(b—a)®
2830

£2= —1 (0 =

50 TR AL (2:69)

donde € € [a,b].

Nétese que el error es proporcional a la derivada cuarta, por tanto, la regla de Simpson 1/3
integra de forma exacta polinomios de grado menor o igual a 3 (derivada cuarta nula). Es, por
tanto, mas precisa de lo que cabria esperar.

2.3.6. Regla de Simpson 1/3 Compuesta

Andlogamente a lo que se hizo en la secciéon 2.3.4 con la regla trapezoidal, para reducir el
error en la aproximacion se puede dividir el intervalo inicial de integracion en subintervalos
(véase la figura 2.9) sobre los que se aplica posteriormente la regla simple.

La integral (2.50) puede expresarse de la siguiente manera:

I§:/abf(:c)dx:/I:Qf(:c)dx+/g:4f(:c)dx+...—I—/xj:f(x)dx, (2.70)

y si se aplica la regla Simpson 1/3 simple a cada una de las sub-integrales llega a la siguiente
expresion:

1y = %h [f(zo) +4f(@1) +2f (x2) + ... + 2f (wn—2) + 4f (Tp—1) + f(an)] =
X n/2-1 n/2-2 (2.71)
= 3h Fl@o) +4 D flaim) +2 Y fl@aiso) + flan)

Partiendo de un ntimero de subdivisiones inicial n, considerando (2.71) y teniendo en cuenta
que el intervalo de integracién es [a,b], y que a = 2, 25 i = 1,...,n — 1y b = 20 = 29y,
son las ordenadas de los n + 1 puntos correspondientes a la primera subdivisién del intervalo
de integracién en n tramos (ha de ser un nimero par). Podemos expresar la integral buscada,

mediante la férmula de Simpson compuesta, de la forma:

—_

50 = gh[f x0) +4f () + 2f (@) + ...+ 2f (20 o) +Af (20 ) + f(2))] =
n/2—1 n/2—2
= £ () +4Zf$2z+1 +2fo22+2 ++f(zh)| =
=0

[f(20) +4F) + 2F§ + f(29)]

wl: Wl
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a=x, X, X, Xiy X Xis b:xn:xm
~—
h

Figura 2.9: Descomposicién del intervalo [a, b] en subintervalos para la aplicacién de la regla de
Simpson 1/3 compuesta.

siendo h = (b — a)/n, y las coordenadas de los n + 1 puntos:

a1 =a+2i+1)xh; i=0,1,2,...,n/2-1
2, =a+ (20 +2)xh; i=0,1,2,...,n/2 2.

El error de la férmula de Simpson 1/3 compuesta se obtiene como suma de los errores
individuales de cada uno de los subintervalos:

15 n/2
& =552 1), (2.72)
=1

donde ¢; es un punto desconocido dentro del intervalo i-ésimo.
Este resultado se puede simplificar si tenemos en cuenta que el valor medio de la derivada
en el intervalo inicial [a, b] es:

n/2

Z D (&)

F) o P21

o (2.73)

por lo que sustituyendo esta expresién en la férmula (2.72) y considerando que h = (b—a)/n se
obtiene:

b—a)®

PR 1) 2.74

2 sont ! (2.74)
Nétese que en este caso si disminuimos el tamano de paso a la mitad (aumentamos el niimero

de subintervalos n al doble) el error de truncamiento se reduce a la dieciseisava parte. Por tanto

da resultados mucho mas precisos que la regla trapezoidal compuesta pero esta limitada a datos

igualmente espaciados y con un niimero par de intervalos.

2.3.7. Regla de Simpson 1/3 Compuesta Mejorada

Dado que también es complicado saber de antemano el ntimero de intervalos necesarios para
alcanzar una solucién con un determinado grado de precisién, en esta seccién se propone un
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Figura 2.10: Subdivisién sucesiva del intervalo de integracién para la aplicacién del algoritmo
de simpson compuesto mejorado.

método de refinamiento iterativo. El objetivo del algoritmo compuesto mejorado propuesto en
esta seccion es la de aprovechar en el cdlculo de la nueva aproximacion las evaluaciones de la
funcién de la aproximacion anterior. Para que esto sea posible, se considera que el ntimero de
subintervalos de una aproximacién a otra se duplica.

En el siguiente paso vamos a dividir los subintervalos iniciales en dos, con lo que aumentare-
mos en n (cada subintervalo tiene un punto medio) el nimero de puntos. Asi, la nueva integral
es:

T = g g L) H ) <256 A 2r e
F2f (2 5) 47 (np) + 2/ (2 ) + 4f (an 1) + f(0)] =
= S lfd) +4Zf +2Zf )] =
=l 4R 2+ B+ )
donde
Fl:nif(x})yx}:a+h/2+z‘*h;z‘:0,1,2,...,n—1.
=0

El error cometido en la primera aproximacién se puede obtener tanto de forma exacta como
aproximada usando las siguientes expresiones:

(b= w1 1T T3

gc,l —__ 7 4)’
2 180(n/2y o]

(2.75)

. 1 . . . .
donde el error aproximado €5 se calcula como la diferencia relativa entre las dos primeras
2
aproximaciones.



2.3 Integracion Numérica 63

Este proceso se puede repetir tantas veces como se quiera sin mas que dividir cada subin-
tervalo de la etapa i-ésima en dos. De esta forma, en la etapa j-ésima se llega a la siguiente
expresion:

h o
3 (F(@0) +4F5 + 2K + f(a7)) sioj=0
1-267‘7 = h j_l
T <f<x8> +A4F; + 2};0Fk + f<x%>> sij#0,
donde
Fy=Fy + F},
n/2—1
Fy = Z F@9ip1); @94y = a+ (20 + 1) xh,
=0
n;272

F = Z f@%i0); a8 =a+ (20 +1) % h,
i=0

n—1
h
Flzzgf(x%); le:a—i-g—i—i*h,
1=
4n—1
h . h
ngzgf(x?); x?:a+z+2*§,
1=

20-Dp—1 h h
. Jy. J_ .
F; = ZO f(x)); m-aﬂ—g—}—z*ﬁ.
1=

=

El error en la etapa j-ésima puede obtenerse como:

7' 7'71
(b —a)® 7@ c,j%_|I§J—I§J |

_ S : 2.
180(n/20)4" > 72 1757 ’ (2.76)

C7j —_—
52 -

donde el error aproximado E;’j se calcula como la diferencia relativa entre la aproximacion j y
la j —1.
El método propuesto puede implementarse usando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.7 (Algoritmo de Simpson compuesto mejorado).

» Entrada: Funcién a integrar f(z), intervalo de integracién inicial [a, b], nimero de subin-
tervalos iniciales n (2 por defecto) y precisién deseada e.

= Salida: Resultado aproximado de la integral.

Paso 1: Se establece el valor del intervalo inicial de integracién con n =1, h = (b —a)/n.

Paso 2: Sefijan los valores iniciales de las variables auxiliares: Ainit = (f(a) + f(b)), Auzxl =0,
Auxll =0,y Auxl2 = 0.

Paso 3: De i = 0 hasta n/2 — 1 repetir:

wxl=a+hx*(20+1).
» 22=a+hx*(20+2).



64 2. Herramientas Matemdticas con MATLAB

v Auzll = AuzlIl + f(x1).
w Auxl2 = Auxl2 + f(x2).

Paso 4: I = h/3(Ainit + 4AuxIl + 2Auxl2), AuxTot = Auxll + Auxl2.
Paso 5: Sedefine 1 =1 +2%cy j=2.
Paso 6: Mientras [I1 — I| > e, repetir los Pasos 7, 8,9, 10 y 11:
» Paso 7: I1 =1.
Paso 8: De i = 0 hasta (j/2) xn — 1:

e x=a+h/j+ix2xh/j.
o Auxl = Auxl + f(x).

Paso 9: Se calcula la nueva aproximacién de la integral I = %(Aim‘t + 4 % Auxl +
2 % AuxTot).

Paso 10: Actualizar el valor de j como j = j * 2.
Paso 11: Calcular AuzTot = AuxTot + Auxl y Auzxl = 0.

Paso 12: Devolver el valor de la integral I, y parar.

A continuacién se muestra el cddigo del algoritmo implementado en una funcién de MAT-
LAB:

function [I,cnt]=bsimp(funfcn,a,b,n,epsilon,trace)

% BSIMP Evaluacion numerica de una integral con un metodo de orden reducido
% I = BSIMP(’F’,A,B) aproxima la integral de F(X) desda A hasta B

% dentro de un error relativo de le-5 usando un procedimiento iterativo

% mediante la regla de Simpson. ’F’ es un string con el nombre de la

% funcion. La funcion F debe devolver un vector de valores de salida

% si se le da un vector de datos de entrada

% I = BTRBSIMPAPZ(’F’,A,B,EPSILON) integra con un error maximo de EPSILON

% I = BSIMP(’F’,A,B,N,EPSILON,TRACE) integra con un error maximo de EPSILON
% comenzando con n subdivisiones del intervalo [A,B], para un valor de TRACE
% distinto de cero dibuja los puntos evaluados con un diagrama de puntos.

% [I,cnt] = BSIMP(F,a,b,epsilon) tambien devuelve el numero de evaluaciones
%  de funciones

% Roberto Minguez Solana

%  Copyright (c) 2006 por la Universidad de Castilla-La Mancha

if nargin < 4, n=2; epsilon =1.e-3; trace = 0;end
if nargin < 5, epsilon =1.e-3; trace = 0; end
if nargin < 6,trace = 0; end
if isempty(epsilon), epsilon=1.e-3; end
if isempty(trace), trace = 0; end
if rem(n,2) =0
warning (’The number of initial subintervals must be pair’);

end

% Paso 1

h = (b-a)/n;

% Paso 3

x = linspace(a,b,n+1);
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y = feval (funfcn,x);

if trace
hold on
plot(x,y,”.%)
drawnow

end

AuxI=0;

Ainit=y(1)+y(n+1);

AuxI1=0;

AuxI2=0;

for i=1:1:n/2,
AuxT1=AuxIl+y(2*i);

end

for i=1:1:n/2-1,
AuxI2=AuxI2+y (2*i+1) ;

end

cnt=n+1;

% Paso 4

I=(Ainit+4*AuxI1+2*xAuxI2)*h/3;

AuxTot=AuxI1+AuxI2;

% Paso 5
I1=I+epsilon*2;j=2;
% Paso 6

while abs(I - Il1)>epsilon,
cnt=cnt+j*n/2;

7%  PasoStep 7
I1=1;

% Paso 8
x=linspace(a+h/j,b-h/j,j*n/2);
y = feval(funfcn,x);
for i=1:1:j*n/2

AuxT=AuxI+y(i);
end

% Paso 9
I=(Ainit+4*AuxI+2*AuxTot)*h/ (3*j);

%  Paso 10
J=j*2;

% Paso 11
AuxTot=AuxTot+AuxI;
AuxI=0;

%  Dibujo
if trace

hold on
plot(x,y,’.”)
drawnow
end
end

2.3.8. Aplicacion de las Reglas de Integracion Compuestas

A continuacion, se van a aplicar los algoritmos propuestos en el cdlculo de la integral de dos

funciones concretas.
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Tabla 2.3: Resultados del ejemplo computacional 2.9.

Rutina  Resultado n® de Ah Error Error
evaluaciones relativo absoluto
btrapz  1,06880000 3 0,4 34,85 0,571733
1,630550000 17 0,05 0,6085 0,009983
1,63803437 33 0,025 0,1523 0,00249863
1,64037709 129 0,00625 0,0095 0,000156
1,64052357 513 0,0015625  0,00057 9,43 % 1076
bsimp  1,62346667 5 0,2 1,04029 0,0170663
1,63946667 9 0,1 0,065 0,00106633
1,64046667 17 0,05 0,0040432  0,00006633
1,64052917 33 0,025 0,0002336 3,83 %10

Ejemplo computacional 2.9 (Integracién de un polinomio). Dada la ecuacién
f(x) = 0,2 + 252 — 20027 + 6752% — 900x* + 40027,

integrarla numéricamente en el intervalo [0;0,8]. Para ello se utiliza tanto la rutina btrapz como
la bsimp con diferentes niveles de precisién e. El resultado exacto de la integral es Vipqcto =
1,640533.

En la Tabla 2.3 se muestran los resultados obtenidos con las dos rutinas y distintos niveles
de precisién. Mientras que en las figuras 2.11(a), 2.11(b), 2.11(c) y 2.11(d) se pueden observar
los puntos de evaluaciéon que utiliza cada rutina para un nivel de precisién prefijado.

]

Ejemplo computacional 2.10 (Integracién de una ecuacién trascendental). Dada la
ecuacién

f(z) = ZLQO * sin(10/x),

integrarla numéricamente en el intervalo [1, 3]. Para ello se utiliza tanto la rutina btrapz como
la bsimp con diferentes niveles de precisién e. El resultado exacto de la integral es Vipqcto =
—1,4260247.

En la tabla 2.4 se muestran los resultados obtenidos con las dos rutinas y distintos niveles
de precisién. Mientras que en las figuras 2.12(a), 2.12(b), 2.12(c) y 2.12(d) se pueden observar
los puntos de evaluaciéon que utiliza cada rutina para un nivel de precisién prefijado.

[ |

2.3.9. Regla de Simpson 3/8 Simple

Si en lugar de emplear un polinomio de grado 2 se utiliza una interpolacién polinomial de
tercer orden (cuatro puntos dato), al integrar se obtiene la Regla de Simpson 3/8 simple:

[ @) do =y = 3 a) +35(a) + 35w + ), 2.17)
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(a) Regla trapezoidal con 17 puntos evaluados. (b) Regla trapezoidal con 129 puntos evaluados.
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(c) Regla de Simpson 1/3 con 9 puntos evaluados. (d) Regla de Simpson 1/3 con 33 puntos evaluados.

Figura 2.11: Integraciéon numérica del ejemplo 2.9 mediante el método compuesto mejorado.

Tabla 2.4: Resultados del ejemplo computacional 2.10.

Rutina  Resultado n° de Ah Error Error
evaluaciones relativo (%) absoluto

btrap  —1,73265585 33 0,0625 21,5025 0,30663115
—1,44504379 129 0,015625 1,33371 0,01901909
—1,42721287 513 0,003906 0,0833204 0,00118817
—1,42632178 1025 0,001953 0,020778 0,0002963
—1,42604332 4097 0,000488 0,00130573 0,00001862
bsimp —1,29944044 17 0,125 8,8767228 0,1265842
—1,42540492 65 0,03125 0,04346208 0,0006197
—1,42540492 65 0,03125 0,04346208 0,0006197
—1,425985 129 0,015625 0,002783963 0,0000396

—1,42602232 257 0,0078125 0,00016689753 2,38 % 1076
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80 80
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(a) Regla trapezoidal con 129 puntos evaluados. (b) Regla trapezoidal con 1025 puntos evaluados.
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-40F -40f
-60 : . . : . : : : : ) 60 : . . : . : : ' . )
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(c) Regla de Simpson 1/3 con 65 puntos evaluados. (d) Regla de Simpson 1/3 con 129 puntos evaluados.

Figura 2.12: Integracién numérica del ejemplo 2.10 mediante el método compuesto mejorado.
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El error cometido en la aproximacién mediante la regla de Simpson 3/8 es:

3h°

& = —%f(él)(e) ==

(b—a)®

o AIC) (279)

donde € € [a,b].

Noétese que el error es proporcional a la derivada cuarta, por tanto, la regla de Simpson 3/8
integra de forma exacta polinomios de grado menor o igual a 3 (derivada cuarta nula). En este
caso como el denominador del error es mayor que el denominador del error de la férmula de
Simpson 1/3 (2.69), se puede concluir que esta férmula es mds precisa pero tienen en mismo
orden de aproximacion.

Desde el punto de vista computacional es importante recalcar las siguientes normas de buena
practica con respecto a las férmula de Simpson:

1. Se pueden emplear para datos de forma tabulada siempre y cuando éstos estén igualmente
espaciados.

2. Un programa general debe de ser capaz de integrar cualquier funcién conocida de forma
que seleccione automaticamente las abscisas en las que evaluar la funcion.

3. Ha de tenerse en cuenta la paridad de los segmentos que se utilizan, de tal forma que si
son pares se emplea la formula de Simpson 1/3, y si son impares se emplea Simpson 1/3
con todos los segmentos excepto con los tres primeros o los tres tltimos, a los que se aplica
la regla Simpson 3/8.

2.3.10. Férmulas de Newton-Cotes

Todos los métodos que se han visto hasta ahora se basan en la seleccién e integracién de un
polinomio que sustituye a la funcién a integrar, con estos métodos se obtienen las férmulas de
cuadratura de Newton-Cotes, que de forma genérica se pueden expresar de la siguiente manera:

1 1 n 1
/ F(2)de ~ Ty g = / ( 1D ) f(zl-)> iz, (2.79)
-1 -1 \i=1

donde el integrando de la expresién (2.79) es el polinomio interpolador de Lagrange de grado
(n—1) y la funcién lgnil)(z) es la funcién interpoladora de Lagrange de grado (n — 1) asociada

al punto o nodo i-ésimo cuya expresion genérica es:

1"V (z) = ﬁ % (2.80)
-

De acuerdo con la ecuacién (2.80) se puede comprobar facilmente que lz("fl)(zi) =1y

lgn_l)(zj) = 0. En la Figura 2.13 se muestra la interpretacion grafica de las funciones inter-

poladoras de Lagrange (funciones de forma) de grado 1, asi como el polinomio interpolador.

Manipulando algebraicamente la expresién (2.79) se llega a la siguiente expresion:

n

/_11 fR)dz =Ty =) (f(zi) /_11 l§”‘1)(z)dz) : (2.81)

i=1
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1 é?
f(zl) X
\ -
-1 ! 1 z
2
f(z) = +
f(z)
- 0y
z, z, Z f(zy) X 1
‘ >
Z,—7 -1 | 1 Z
2

Figura 2.13: Funciones interpoladoras de Lagrange 19(z) y 19(z) de grado 1 (lineales).

que teniendo en cuenta la expresién (2.80) puede integrarse para dar lugar a una expresién del
tipo:

1 n
/ ) Ty = Y wif () (2.82)
- =1

que se conoce como formula de cuadratura de Newton-Cotes de n puntos y que de forma genérica
proporciona la integracién exacta de polinomios de grado (n—1). En la Tabla 2.5 se muestran los
pesos w; y las abscisas z; de las formulas de Newton-Cotes con hasta seis puntos de integracién.
Si se desea obtener mas puntos basta tener en cuenta dos cosas:

1. Las abscisas en el método de Newton-Cotes estan equiespaciadas, por tanto dado el ntimero
de puntos n de la formula a determinar, las abscisas se calculan como:

2
n—1

zi=—1+ (i—1);i=1,...,n.

2. Los pesos vienen dados por la expresién (véase la ecuacién (2.81)):
! 1
w; :/ ll(-n_ )(z)dz. (2.83)
-1

En muchas ocasiones los limites de las integrales que tenemos que efectuar no estan nor-
malizados, es decir, no estan entre —1 y 1. En esas situaciones hay que proceder a hacer una
transformacién o un cambio de variable, tal y como se muestra en la Figura 2.14. Supéngase que
a la siguiente integral unidimensional:

Tp
/ f(x)dx, (2.84)
se le aplica el siguiente cambio de variable:

x(z) =

Ty + Zg Ty — Tg
2 2

(2.85)
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Tabla 2.5: Abscisas y pesos respectivos para las féormulas de cuadratura de Newton-Cotes.

ﬁ1 f(2)dz~T, =3 wif(2)

Abscisas (z;) Pesos (w;) Error (&,-1)
n=2 —(1/12)R3 " ()
+1 Trapezoidal 1
n=3 —(1/90)R° FUV) (¢)
0 Simpson 1/3 4/3
+1 1/3
n=4 —(3/80)R° FUV) (¢)
+1/3 Simpson 3/8 3/4
+1 1/4
n=>5 —(8/945)h7 fV)(¢)
0 Boole 4/15
+1/2 32/45
+1 7/45
n==6 —(275/12096)h7 V1) (¢)
+1/5 2572
+3/5 25/48
+1 19/144
= =
> | .
X, Xp -1 | 1
X, -x, 2

Figura 2.14: Normalizaciéon de un elemento unidimensional.
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donde su diferencial (dx) es igual a:

dr = @dz. (2.86)

Sustituyendo en la integral (2.84) se llega a la expresion:

Ty 1 — —
/ f(z)da = / f (x” t % T va> T~ Tay,, (2.87)
. . 2 2 2

en la que al aplicar la férmula de Newton-Cotes (2.82) se obtiene la férmula de Newton-Cotes
genérica aplicable a cualquier intervalo [z, z3):

Lo Ty — Ty Ty + T Tp— X
/ fx)de =T, 1 = b 5 e szf( b 5 L 5 azi>. (2.88)
Ta i=1

El método de integracién mediante la férmula de cuadratura de Newton-Cotes puede imple-
mentarse usando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.8 (Algoritmo de Newton-Cotes).

» Entrada: Funcién a integrar f(z), intervalo de integracién inicial [z4,xp], y nimero de
puntos a emplear n. También se dispone de los puntos y pesos de integracién almacenados
en los vectores w y z para distinto nimero de puntos.

» Salida: Resultado aproximado de la integral.

Paso 1: Se calculan z, = il ; Ta YV Ty = @.

Paso 2: Conocido el nimero de puntos n y teniendo en cuenta que las abscisas de las formulas
de Newton-Cotes son simétricas respecto del origen, el primer elemento de los vectores w
y z se corresponde con el peso y el valor de abscisa 0. Si la férmula tiene un nimero de
puntos par (es decir que no contiene el 0 como abscisa) entonces el peso wy correspondiente
al z1 es nulo. Asi se almacena en s el valor:

S = wlf(xm)'

Paso 3: De ¢ = 2 hasta la longitud de w 6 z:

s Calcular d, = z,2;.

= Se le suma a s el valor:
s=s+w; (f(xm+ds) + f(@m —da)),
de esta forma se calculan los puntos simétricos respecto del origen.
Paso 4: Se normaliza el valor de s multiplicindolo por ..
Paso 5: Devolver s, y parar.

A continuacién se muestra el cddigo del algoritmo implementado en una funcién de MAT-
LAB:



2.3 Integracion Numérica 73

function s = NewtonCotes(funfcn,a,b,n)

%  Evaluacion numerica de una integral usando las formulas

% de cuadratura de Newton-Cotes

% s = NewtonCotes(funfcn,a,b) aproxima la integral de F(X) desde A a B

% usando la regla de Simpson 1/3

% ’F’ es un string que contienen el nombre de la funcion a integrar

% La funcio F debe devolver un vector si los datos de entrada son un vector
% s = NewtonCotes(funfcn,a,b,n) integra usando N puntos (2<=N<=6)

if nargin < 4, n=3; end
if nargin < 3,
error (’Faltan argumentos, compruebe la funcién y los limites de integraciém’);

end
% Se fijan los valores de los pesos y abscisas
if n==2,

w = [0 1];

z = [0 1];
elseif n==3,

w = [4/3 1/3];

z = [0 1];
elseif n==4,

w = [0 3/4 1/4];

z = [0 1/3 1];

elseif n==5,
w = [4/15 32/45 7/45];
z = [0 0.5 1];
elseif n==6,
w = [0 25/72 25/48 19/144];
z = [0 1/5 3/5 11;
else
error(’n ha de estar entre 2 y 6 puntos’);

end

% Paso 1

xm=0.5% (b+a) ;
xr=0.5%(b-a);

%  Paso 2

s=w(1)*feval (funfcn,xm) ;
% Paso 3

for i=2:length(w),
dx = xr*z(i);
s = s+w(i)*(feval (funfcn,xm+dx)+feval (funfcn,xm-dx));
end
% Paso 4
S=S.*XT;

Ejemplo computacional 2.11 (Integracién empleando Newton-Cotes). Dada la fun-
cién
f(z)=2° —32* — 5z — 1,

se desea calcular su integral en el intervalo [0, 3] empleando los siguientes métodos:

1. Integral exacta.
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2. Mediante la férmula de Newton-Cotes de 3 puntos. ; Qué puedes decir acerca del resultado?
. Mejoraria si emplearamos la de 4 puntos?

3. Mediante la formula de Newton-Cotes de 5 puntos. Comenta el resultado.

Solucion:

1. El resultado de la integral exacta se obtiene de la siguiente manera:

3 2 5 673
5 3 249
/(x5—3x4—5x—1)dx: S T T X )
0 2 5 6 ], 5

2. Si se emplea la férmula de 3 puntos (Simpson 1/3) mediante la férmula (2.88) y con la
informacién de la tabla 2.5:

3 _
/0 (z° — 32* — 52z — 1)dz = % (%f(o) + %f(1,5) + %f(?))) = —40,6875.

En este caso el resultado no es exacto porque tal y como se vié en la secciéon 2.3.5 el
error de la formula de Simpson es proporcional a la derivada cuarta, y la funcién del
ejercicio es de orden 5. Efectivamente, si empleamos la férmula de 5 puntos el resultado se
aproximaria mas al resultado correcto pero siguiria sin ser exacto, ya que el error también
es proporcional a la derivada cuarta (véase la Tabla 2.5).

Noétese que para emplear la funciéon implementada en MATLAB bastaria teclear en la linea
de comandos:

NewtonCotes (’funcion’,0,3,3)

donde funcion es un fichero funcién en el que se implementa la ecuacién f(z).

3. Si se emplea la férmula de 5 puntos mediante la férmula (2.88) y con la informacién de la
Tabla 2.5:

3 —
| fwrae =250 (Z 105 + B0+ 1229) + (70 + 1)) = -9

que como se puede comprobar coincide con el resultado exacto. Este resultado era predeci-
ble, ya que el error de la férmula de 5 puntos es del orden de la derivada sexta (véase la
Tabla 2.5) y la funcién que se trata de integrar tiene grado 5.

Para emplear la funcién implementada en MATLAB bastaria teclear en la linea de coman-
dos:

NewtonCotes (’funcion’,0,3,5)

donde funcion es un fichero funcién en el que se implementa la ecuacién f(x).
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2.3.11. Férmulas de Cuadratura Gaussiana. Polinomios Ortogonales.

Las férmulas de integracién que se han tratado hasta ahora aproximan las integrales mediante
la suma de la funcién evaluada en un conjunto de abscisas igualmente espaciadas, multiplicadas
por unos pesos. La idea de la cuadratura gaussiana es la de tener mas libertad para elegir no sélo
los pesos, sino también las abscisas en las que evaluamos, que no necesariamente han de estar
equiespaciadas. Asi, se dispone del doble de grados de libertad a nuestra disposicién, y de esta
forma se pueden obtener formulas de cuadratura cuyo orden de aproximacion es, esencialmente,
el doble de las férmulas de Newton-Cotes con el mismo nimero de evaluaciones de funciones.

La férmula genérica de cuadratura gaussiana es de la forma:

/mb W(z)f(x)dx ~ Z w; f(x4), (2.89)
Za i=1

donde la funcién W (z) es una funcién de peso que puede ser empleada para eliminar singu-
laridades en la integracién. Todas estas féormulas estan basadas en el empleo de polinomios
ortogonales en intervalos definidos y con respecto a una funcién de peso concreta, que cumplen
las siguientes relaciones:

/mb W (x)gn(x)gm(x)de = 0sim #n, (2.90)
[ W@ln@Pde = w20 (2.91)

donde g,, y gm son dos funciones obtenidas de forma recurrente y ¢(n) es un valor que general-
mente dependiente de n.
Asi, algunas de las formulas de cuadratura Gaussiana disponibles son:

Gauss-Legendre:

Gauss-Chebyschev:

Gauss-Laguerre:

Gauss-Hermite:
W(z) = e’ —00 < x < 0.

Gauss-Jacobi:
W) =(1-z)*(1+2)% 1<z <1

A continuacion se describen cada una de ellas de forma mas detallada.

2.3.12. Férmula de Cuadratura de Gauss-Legendre

La férmula de cuadratura de Gauss-Legendre es la mas empleada en la integracién en el
método de los elementos finitos. Se basa en los polinomios de Legendre, que son ortogonales
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en el intervalo [—1,1] con respecto a la funcién de peso W(x) = 1. Los primeros polinomios de
Legendre son:

go(z) = 1

g(z) = 2

g2(z) = (32°—1)/2 (2.92)
g3(2) = (52° = 32)/2

g1(z) = (352* — 3022+ 3)/8,

donde el subindice se corresponde con el orden del polinomio, mientras que la férmula general
de recurrencia viene dada por la expresién:

2n —1 n—1
gn(z) = n zgn—l(z) -

- In—2(2). (2.93)

Tanto los pesos como las abscisas se pueden calcular sisteméticamente, de hecho las abscisas
son las raices de los polinomios de Legendre. La siguiente rutina de MATLAB permite obtener
los puntos y pesos de la cuadratura de Gauss-Legendre para cualquier valor de n (nimero de
puntos).

function [z,w] = gauleg (n)

% Rutina para la obtencién de las N abscisas Z y de
% los N pesos W de la férmula de cuadratura de

%  Gauss-Legendre con N puntos. Dada la simetria de
% las raices s6lo se calculan la mitad

EPS = 3.0e-11;

m = floor((n+1)/2);

z = zeros(m,1);

w = zeros(m,1);

xm = 0;

x1l = 1;

% Recorrido por cada una de las raices

for i=1:m,

%  Aproximacién de la raiz i-ésima
auxz = cos(pi*(i-0.25)/(n+0.5));
auxzl = auxz+2*EPS;

% Refinamiento de la raiz por el método de Newton
while abs(auxz-auxzl)>EPS,

pl = 1.0;
p2 = 0.0;
for j=1:n,
p3 = p2;
p2 = pl;
pl = ((2.0%j-1.0)*auxz*p2-(j-1.0)*p3)/j;

end
% pl es el polinomio de Legendre deseado. Ahora se computa
% pp, su derivada, por una relacién standard en la que
% interviene p2, el polinomio de un orden menor
pp = n*x(auxz*pl-p2)/(auxz*auxz-1.0);
auxzl = auxz;
auxz = auxzl-pl/pp;
end
z(i) = xm+xl*auxz;
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w(i) = 2.0*x1/((1.0-auxz*auxz)*pp*pp) ;
end

Asi, la férmula de integracién de Gauss-Legendre de n puntos viene dada por la expresion:
1 n

/ f2)dz =T, = Y wif(z), (2.94)
-1 i=1

donde z; y w; son las abscisas y los pesos de la formula de cuadratura de Gauss-Legendre. La
rutina gauleg los calcula automaticamente, en cualquier caso algunos de los mismos se muestran
el la Tabla 2.6.
El error de la formula de cuadratura de Gauss-Legendre vienen dado por la siguiente expre-
sién:
92n+1[p]4

' = mf@”)(e) donde € € [-1,1]. (2.95)

Comentario 2.4 Mediante la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre se pueden integrar de
forma ezxacta polinomios de grado (2n — 1) con m puntos, con lo cual se confirma que son
mucho mds precisas que las de Newton-Cotes. [ |

Si se desea integrar en un intervalo genérico de la forma:
Ty
/ f(z)dz, (2.96)
Ta

se le aplica el mismo cambio de variable que en (2.85) con lo que se obtiene la férmula de
Gauss-Legendre genérica aplicable a cualquier intervalo [z, zp):

To . Tp—Tq - (Tt Ta | Ty — T
/xa flx)dx = I, = 5 ;wzf < 5 + 5 zz) . (2.97)

El método de integracion mediante la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre puede im-
plementarse usando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.9 (Algoritmo de Gauss-Legendre).

» Entrada: Funcién a integrar f(z), intervalo de integracién inicial [z, xp], nimero de
puntos a emplear n.

Paso 1: Se calculan z, = o ; Ta Y Ty = @.

Paso 2: Conocido el niimero de puntos n se obtienen los vectores w y z mediante la funcién
gauleg. Si la férmula tiene un nimero de puntos par (es decir que no contiene el 0 como
abscisa) entonces el peso w; correspondiente al z; es nulo. Inicializo la variable s = 0.

Paso 3: De ¢ = 1 hasta la longitud de w 6 z:

s Calcular d, = z,2;.

= Se suma a s el valor:

SZS+wz‘(f(xm+dz)+f(xm_dl‘))v
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Tabla 2.6: Abscisas y pesos respectivos para las férmulas de cuadratura de Gauss-Legendre.

[ () dz ~ T, = X1 wif (2)

Abscisas (z;)

Pesos (w;)

n=1

0,00000 00000 00000

2,00000 00000 00000

n=2

£0,57735 02691 89626

1,00000 00000 00000

n=3

0,00000 00000 00000
£0,77459 66692 41483

0,88888 88888 88889
0,55555 55555 55553

n=4

£0,33998 10435 84856
+0,86113 63115 94053

0,65214 51548 61630
0,34785 48451 37448

n=>5

0,00000 00000 00000
£0,53846 93101 05683
£0,90617 98459 38664

0,56888 88838 88389
0,47862 86704 86297
0,23692 68850 56182

n==~6

£0,23861 91860 83197
£0,66120 93864 66264
£0,93246 95142 03152

0,46791 39345 72689
0,36076 15730 13980
0,17132 44923 79162

n="17

0,00000 00000 00000
£0,40584 51513 77397
£0,74153 11855 99394
£0,94910 79123 42758

0,41795 91836 73469
0,38183 00505 05069
0,27970 53914 37510
0,12948 49661 68862

n=3~,

£0,18343 46424 95650
£0,52553 24099 16329
£0,79666 64774 13627
£0,96028 98564 97536

0,36268 37833 78362
0,31370 66458 77676
0,22238 10344 53374
0,10122 85362 90370

n=29

0,00000 00000 00000
£0,32425 34234 03809
£0,61337 14327 00590
£0,83603 11073 26636
£0,96816 02395 07626

0,33023 93550 01260
0,31234 70770 40002
0,26061 06964 02485
0,18064 81606 94858
0,08127 43883 61569
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si ¢ es menor que la longitud de w 6 z, y
s=s+wif(zm)
si ¢ es igual a la longitud de w 6 z.
Asi se almacena en s el valor:
s=s+wif(xzm).
Paso 4: Se normaliza el valor de s multiplicindolo por .
Paso 5: Devolver s, y parar.
[ |

A continuacion se muestra el codigo del algoritmo implementado en una funcién de MATLAB:
function s = GaussLeg(funfcn,a,b,n)

%  GaussLege Evaluacion numerica de una integral usando las formulas

% de cuadratura de Gauss-Legendre

% s = Gaussleg(funfcn,a,b,n) aproxima la integral de F(X) desde A a B

% usando la formula de cuadratura de Gauss-Legendre de N puntos

T ’F’ es un string que contienen el nombre de la funcion a integrar

% La funcion F debe devolver un vector si los datos de entrada son un vector

if nargin < 4, error(’Faltan argumentos’); end

% En primer lugar se obteinen los pesos y loas abscisas
[z,w] = gauleg (n);

if mod(n,2)==0,

z=[z ; 0];
w=[w ; 0];
end
% Paso 1
xm=0.5%(b+a) ;
xr=0.5%(b-a);
%  Paso 2

s=zeros(size(a));
for i=1:length(w),
dx = xr*z(i);
% Paso 3
if i<length(w),
s = s+w(i)*(feval (funfcn,xm+dx)+feval (funfcn,xm-dx)) ;
else
s= s+w(i)*feval (funfcn,xm);
end
end
% Paso 4
S=S.*XT;

Ejemplo computacional 2.12 (Integracién de Gauss-Legendre en un intervalo nor-
malizado). Obtener numéricamente utilizando la cuadratura de Gauss-Legendre la siguiente
integral:

1
/f(z)dz, (2.98)
“1
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para los siguientes casos:
1. La funcién f es una constante igual a 5.
2. La funcién f es del tipo f(z) = z+ 1 es una funcién lineal.
3. La funcién f varfa cuarticamente con respecto a z siendo del tipo f(z) = z* + 2 + 1.

Solucién:

1. Para este primer caso (f(z) = 5) la integal exacta viene dada por:

/1 5dz = 5[z]L, = 10. (2.99)
-1

Para la solucion numeérica se considera en principio un tnico punto de integracion, la
integral queda por tanto como:

1

/1 5dz =Y wif(z)=2x5=10. (2.100)
1

- =1

Notese que para una funcién constante, un dnico punto ya nos proporciona la solucién
exacta. Recuérdese que con n = 1 puntos, podemos integrar de forma exacta polinomios
de grado 2n — 1 = 1, es decir, funciones lineales.

Para emplear la funciéon implementada en MATLAB basta con teclear en la linea de co-
mandos:

>> GaussLeg(@(x) 5,-1,1,1)
ans =

10

donde “@Q(x)5” es una forma alternativa de incluir la funcién f(x) = 5 sin emplear un
fichero funcién (*.m).

2. La integral exacta queda de la siguiente manera:

/_11(2 +1)dz = [%2 + z] 1_1 —2. (2.101)

Para la soluciéon numérica consideremos inicialmente un tnico punto de integracion:

1
/1 (z+Ddz =) wif(z)=0+1)x2=2, (2.102)
-1

-1

con lo cual se verifica que con una funcién lineal un tinico punto de integracién basta para
calcular la integral exacta.

El mismo resultado se obtendria si se emplea la funcién de MATLAB:
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>> GaussLeg(@(x) x+1,-1,1,1)

ans =

3. La integral exacta del tercer caso queda de la siguiente manera:

1 1
1 1 12

/ (z4+z+1)dz:[—z5+—z2+z] = — =

5 4 5

2.4. (2.103)
1 2

Si se emplean dos puntos de integracién, teniendo en cuenta la informaciéon de la Tabla
2.6 resulta:

2
/1 (z4+z—|—1) dz = Zwlf(zl) (2.104)
1=1

—1 —
= wif(z1) + w2 f(22) (2.105)
= 2,22222222222222 (2.106)

que como se puede observar no es igual a la solucién exacta. Desde MATLAB se obtiene:
>> GaussLeg(@(x) x. 4+x+1,-1,1,2)
ans =

2.22222222222222

Si se consideran 3 puntos (véase la Tabla 2.6) resulta:

-1

3
/1 (P H2+1)dz = > wif(z) (2.107)
=1

wi f(21) + w2 f(22) + w3 f(z3) (2.108)
= 2,39999999999999 (2.109)

que es practicamente igual a la solucién exacta. Desde MATLAB se obtiene:
>> GaussLeg(@(x) x. 4+x+1,-1,1,3)
ans =

2.39999999999999

Asi, con tres puntos de integracion se pueden integrar hasta polinomios de grado 4.

Ejemplo computacional 2.13 (Integracién por Gauss-Legendre en un intervalo genéri-
co). Obtener numéricamente el valor de la siguiente integral:

/7(1 + 2x) dx. (2.110)
2
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Solucién:
El valor exacto de la integral se puede calcular como:

7
/ (1+2z)dx = [x+x2]2:56—6:50. (2.111)
2

A continuacién se calcula la integral numéricamente con dos puntos de Gauss y considerando
la expresién (2.97), teniendo en cuenta que x, =2,y xp = 7:

7 2
7T—2 T+2 T7T-2
da ~ Y L 2.112
| e~ 5 }ijf( o+ o) (2.112)

y empleando los valores de la Tabla 2.6 da un resultado de 50, igual al valor exacto. Mediante
la funcién en MATLAB se obtiene:

>> GaussLeg(Q@(x) 2*x+1,2,7,2)
ans =

50.00000000000001

2.3.13. Integrales Multidimensionales

Hasta ahora todos los métodos de integracion estudiados hacian referencia a una tnica
variable (integracion unidimensional). Si se desea integrar una funcién que depende de varias
variables, en ese caso nos enfrentamos a un problema de integracion multidimensional, que
generalmente son problemas complicados de resolver.

En primer lugar el nimero de evaluaciones de la funcién que se requieren para una integral
n-dimensional aumenta con la potencia n-ésima del namero de evaluaciones necesarias para las
unidimensionales.

En ciertas ocasiones es posible reducir analiticamente las dimensiones del problema, asi por
ejemplo, en el caso de integrales iterativas de una funcién de una tinica variable puede reducirse
a una integral unidimensional mediante la férmula:

S fom dt 3 dty 2 f(t)dt

/ " 2413)
0

N (n— 1)!

Otro punto importante con respecto a estas integrales son los limites de integracién. De
forma genérica este es un problema muy complejo, ya que se tiene:

flx1, o, ..., xp)dz1d2s, . .. dr, =

Ty (zl xpP (21,22, Tn—1)
/ dml/ / dry, f(z1, 22, ..., xyn).
ale 2(z1) zlo(z1,22,...,xn—1)

Asi por ejemplo la integral bidimensional de la funcién f(z,y) considerando que el dominio
de integracién es un circulo de radio 1 centrado en el origen cuya ecuacién es 22 + % = 1 es
igual a:

/ d:c/ p— dyf z,y). (2.115)

(2.114)
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A
Z(2)
([ o
EED (072)
zm >
([ @
(zp.20) (020)

Figura 2.15: Puntos de integracién para 4 puntos en 2 dimensiones.

Si los limites son sencillos, supongamos un cuadrilatero n-dimensional normalizado, es decir,
que sus limites son siempre [—1, 1], entonces la integral (2.114) se puede transformar en integrales
unidimensionales repetidas, o formulas de cuadratura Gaussiana multidimensionales de la forma:

1 1 1
/ / / f(zl,zz,...,Zn)dzleQ,...,dZn%
—-1J-1 -1

n1 no nn (2.116)
Zwi Zw] ( {Zwkf(zlazja7zk)} )
i=1 j=1 k=1
donde w;,wj, ..., wy son los pesos de los puntos de Gauss z;, zj, . . ., 2 asociados a cada dimen-
sién, y donde ni,ng,...,n, son el nimero de puntos de Gauss empleados en cada dimension,
respectivamente.
Los puntos en los que se evaltia la funcién, para el caso bidimensional, se muestran en la
Figura 2.15.

En caso de que los intervalos de integracién no estén normalizados pero sean conocidos, la
expresién (2.114) aproximada mediante la férmula de cuadratura mostrada en la ecuacién (2.97)
queda de la siguiente manera:

b1 b2 bn
/ / flx1, 29, ..., xp)drrdes, . .. dr, =~

bl_alz ‘ bz-@i , bn — an
2 Tl &Y 2

=1 =1

n
- bi+ar  bi—ar  batax by—ao bp +an by —ay
Zwkf< 5 + 5 % g + 5 G T + 5 k) =

k=1
"5 2w [

=1 =
Nn

by +a1  bi—ar  ba+as b2—a2 by +an by —ay
Z kf( + 5 Zi, 5 + 5 Zjyeiny 2 + 5 Zk)})]

k=1
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(2.117)

donde a;,b;; i = 1,...,n son los limites inferior y superior de integracién correspondientes a

cada una de las variables en las que se integra.

Si se particulariza para el caso de integrales en dos dimensiones la férmula de cuadratura de

Gauss-Legendre (2.117) queda como:

b1 ba
/ f(xl,xg)d:cldxg

by —aq by — b by — b by —
12a1 2 QQZwZ Zw1f< 1—|—a1 1 2611% 2—12—a2+ 22G22j>
=1

Esta férmula se puede implementar en el MATLAB mediante la siguiente funcién:

function s = GaussLeg2D(funfcn,a,b,n)
h
%  GaussLeg2D Evaluacion numerica de una integral usando las formulas
% de cuadratura de Gauss-Legendre en dos dimensiones
% s = GausslLeg(funfcn,a,b,n) aproxima la integral de F(X,Y) desde A a B
% usando la formula de cuadratura de Gauss-Legendre de N puntos
T ’F’ es un string que contienen el nombre de la funcion a integrar
% La funcion F debe devolver un vector si los datos de entrada son un vector
% A es un vector con dos dimensiones que contiene los limites inferiores
% de integracion de las dos variables, analogamente B contiene los
% limites superiores
h
if nargin < 4, error(’Faltan argumentos’); end
% En primer lugar se obteinen los pesos y las abscisas
[z,w] = gauleg (n);
if mod(n,2)==0,
z=[z ; -z];
w=[w ; wl;
else
z=[z ; -z(1:floor(n/2))];
w=[w ; w(l:floor(n/2))];
end
% Paso 1
xm=zeros(2,1);
xr=zeros(2,1);
dx=zeros(2,1);
xm=0.5% (b+a) ;

xr=0.5%(b-a);
%  Paso 2
s=0;

for i=1:n,
dx(1) = xr(1)*z(i);

for j=1:m,
dx(2) = xr(2)*z(j);
% Paso 3
s = s+w(i)*w(j)*feval (funfcn,xm(1)+dx (1) ,xm(2)+dx(2));
end
end
% Paso 4

s=s*prod(xr) ;

(2.118)
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Ejemplo computacional 2.14 (Integral en 2-D mediante Gauss-Legendre). Ontener
numéricamente el valor de la integral de la funcién f(z,y) = 2+2%+y? en el intervalo 2 < x < 3,
1<y <3.

Solucién:
El valor exacto de la integral se puede calcular como:

3 3 3 373
2, .2 zy 1 9 76
de | dy(2+2°+y°)de = j?+ng6+y) =5 = 253333 (2.119)
2 1 1|9

A continuacién se calcula la integral numéricamente con un punto de Gauss en cada variable,

considerando la expresién (2.118) y teniendo en cuenta que a; = 2, ag = 1, y by = by = 3, con
lo cual se obtiene el siguiente resultado:

3 r3
/1 /2 (2+x2+y2)d:cdyz

3_.923_1 342 3-2 3+1 3-1 (2.120)
_— w; ijf 5 + Zi, + Zj =245,
=1

2 2 2
que no coincide con el resultado exacto. Mediante la funcién en MATLAB se obtiene:
>> GaussLeg2D(@(x,y) 2+x.72+y."2,[2;1],[3;3],1)
ans =
24.50000000000000

Si aumentamos el nimero de puntos a 2, se llega al siguiente valor de la integral:
>> GaussLeg2D(@(x,y) 2+x.72+y."2,[2;1],[3;3],2)
ans =
25.33333333333335

Que en este caso concreto coincide con el resultado exacto. |

Notese que el paso a integracion en tres dimensiones es muy sencillo. A continuacién se
muestra la funcién implementada en MATLAB que permite integrar en tres dimensiones:

function s = GaussLeg3D(funfcn,a,b,n)

%  GaussLeg3D Evaluacion numerica de una integral usando las formulas

%  de cuadratura de Gauss-Legendre en dos dimensiones

% s = GausslLeg(funfcn,a,b,n) aproxima la integral de F(X,Y) desde A a B

% usando la formula de cuadratura de Gauss-Legendre de N puntos

% ’F’ es un string que contienen el nombre de la funcion a integrar

% La funcion F debe devolver un vector si los datos de entrada son un vector
% A es un vector con tres dimensiones que contiene los limites inferiores

% de integracion de las tres variables, analogamente B contiene los

% limites superiores
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if nargin < 4, error(’Faltan argumentos’); end
% En primer lugar se obteinen los pesos y las abscisas
[z,w] = gauleg (n);
if mod(n,2)==0,
z=[z ; -z];
w=[w ; wl;
else
z=[z ; -z(1:floor(n/2))];
w=[w ; w(1:floor(n/2))];
end
% Paso 1
xm=zeros(3,1);
xr=zeros(3,1);
dx=zeros(3,1);
xm=0.5% (b+a) ;

xr=0.5*(b-a) ;
%  Paso 2
s=0;

for i=1:n,
dx(1) = xr(1)*z(i);

for j=1:m,
dx(2) = xr(2)*z(j);
for k=1:n,
dx(3) = xr(3)*z(k);
% Paso 3
s = s+w(i)*w(j)*w(k)*feval (funfcn,xm(1)+dx (1) ,xm(2)+dx(2) ,xm(3)+dx(3));
end
end
% Paso 4

s=s*prod(xr) ;

Por ejemplo, si se desea integrar la funcién f(z,y,2) = 23+ 2 * y?> — 23/2 en el intervalo
[—1,2], [0,1], ¥ [1, 3], respectivamente, basta con teclear desde linea de comandos:

>> GaussLeg3D(@(x,y,z) x. 3+2xy."2-z.73/2,[-1 0 1],[2 1 3],2)
ans =
-18.5000
Noétese que MATLAB tiene una rutina para integrar en tres dimensiones:
>> triplequad(@(x,y,z) x."3+2*y."2-z.73/2,-1,2,0,1,1,3)
ans =
-18.5000

Como se puede apreciar, el resultado por ambos métodos coincide con el exacto.



Capitulo 3
Funciones de Forma

3.1. Introduccion

El Método de los Elementos Finitos (MEF) para resolver ecuaciones en derivadas parciales
transforma un problema continuo en un conjunto de ecuaciones discretas. Para ello, divide el
dominio original en subdominios (elementos finitos) en los que las ecuaciones de gobierno siguen
cumpliéndose, y traslada el problema asociado a cada subregion, a los nodos de la discretizacién.
De esta manera el problema pasa de ser continuo a ser un problema discreto y nodal.

Para poder realizar este proceso, primeramente se han de adoptar unas funciones que aprox-
imen la funcién solucién del problema en el subdominio (elemento finito), y gracias a esas fun-
ciones de aproximacién, usualmente conocidas como funciones de “forma”, se puede representar
toda la solucién en cada subdominio tinicamente empleando los valores solucién en los nodos.
Posteriormente, una vez conocidos los valores de los desplazamientos, velocidades, o cualquier
otra magnitud en los nodos, a través de las funciones de forma se puede conocer su valor en
cualquier punto dentro del subdominio.

Comentario 3.1 Se puede decir que la solucion numérica de una ecuacion diferencial en derivadas
parciales en un dominio continuo se aprorima mejor a la solucion exacta (analitica) cuanto
mejor se aproxime la funcion de forma seleccionada a la funcién incdgnita. [ |

Dado que el empleo de las funciones de forma (aproximacién a la funcién incégnita) es clave
para la comprensién del método de los elementos finitos, en este capitulo se estudian en detalle.
Nétese que las funciones de forma sirven tanto para la discretizaciéon del espacio (dominio)
(véase la Figura 3.1), como para la aproximacién de la funcién incégnita dentro del subdominio
(elemento finito).

SN AN

\

a) Funcion de forma lineal a) Funcion de forma cuadratica

Figura 3.1: Aproximacién de la geometria mediante una discretizacién en elementos.

87
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£=f£(x) aproximacion

%\m /‘é[q—q(x)g

/ :ﬁ fo= 1) : ! =)
X, Xp x, x,

() _
0= Xp = Xq

Figura 3.2: Aproximacién de una funcién por un polinomio lineal.

3.1.1. Aproximacion de una Funcion

Las funciones de forma desempenan un papel clave en el Método de los Elementos Finitos
(MEF) ya que permiten:

1. Trasladar el comportamiento a lo largo del elemento a los nodos.

2. Aproximar los valores de la funcién en todo el subdominio una vez conocidos los valores
nodales.

Por estos dos motivos se van a emplear como funciones de forma de aproximacién los poli-
nomios de Lagrange. Para ello, supéngase una funcién genérica f = f(x), tal y como se muestra
en la Figura 3.2. Esta puede aproximarse en el intervalo (x4, ) mediante un polinomio lineal,
cuya expresion puede definirse de la siguiente manera:

%

f@) ~ @)= 25 fat =ty (3.1)

= Nl(.’IJ)fa + NQ((L‘)fb, (32)

donde f,, fp son valores conocidos de la funcién f(z) en los puntos z, y xp, respectivamente, y
N7 y Ny son las denominadas funciones de forma.

Comentario 3.2 Para aprorimar una funcion se pueden utilizar, ademds de polinomios que
son los empleados en este libro, otro tipo de funciones, tales como las trigonométricas. [ |

Las funciones de forma, estan vinculadas a cada nodo del elemento y han de cumplir dos
condiciones:

1. El valor de la funcién de forma asociada a un nodo concreto es uno en ese nodo y cero en
los demads, tal y como se muestra en la Figura 3.3, es decir:

i ={ o 50 33

2. La suma de las funciones de forma para un elemento es igual a 1 en todo el dominio (véase
la Figura 3.3), es decir:

Zn: N; =1. (3.4)
i=1
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Figura 3.3: Condiciones que han de cumplir las funciones de forma. Caso lineal.

3.1.2. Aproximacién de la Geometria

Al igual que las funciones de forma se emplean para aproximar una funcién cualquiera,
también se pueden emplear para aproximar la geometria. Asi por ejemplo, para un elemento
unidimensional, si se adoptan unas funciones de forma lineales, la aproximacion es exacta y
viene dada por la siguiente expresién:

Tp— T T — T,
T = e Tt e

@ O (3.5)
= Ni(x)zy + No(x)xp. (3.6)

3.1.3. Normalizacién del Espacio

Para el empleo posterior de las funciones de forma dentro del método de los elementos finitos,
es de gran interés practico que el intervalo en el que se aproximan las funciones esté normalizado.
De esa manera la integracién numérica en el dominio del elemento puede obtenerse facilmente
incluso cuando las funciones a integrar son complicadas. Hay que tener en cuenta que con la
geometria normalizada siempre se emplean los mismos puntos de integracion y los mismos pesos.
Dado que el intervalo en el espacio normalizado puede ser cualquiera, en este libro se adopta el
intervalo [—1, 1] como intervalo de referencia.

Para llevar a cabo la normalizacién considérese un segmento de recta delimitado por el
intervalo [z, xp], ¥ el segmento normalizado, tal y como se muestra en la Figura 3.4. Aplicando
semejanza de tridngulos se tiene:

(e) _ (watms)
l_ = x72 (3.7)

2 3
Teniendo en cuenta que 1) = z;, — z, y reestructurando la expresién anterior se obtiene:

Tp + Zq Th — Xq

o) = Dife, Bfeg (39
= 0Ozt (1+Om 3.9
= Ni(&ra+ Mo, (3.10)

expresion en la que las funciones de forma son funcién de la coordenada natural .



920 3. Funciones de Forma

normalizacion
= =
xa X, + X, xb - 1 0 l
B .
'€(E) = xb - xu 2

Figura 3.4: Normalizacién del espacio para las funciones de forma.

El razonamiento anterior se puede generalizar para las funciones de forma de n puntos. Para
ello, se emplea el Polinomio de Lagrange de grado (n — 1) en coordenadas naturales, que viene
dado por la siguiente expresién:

NOD(g) = €-&)E-&) - (E-&1) &) - (-&) (3.11)

(& —&) (&G — &) (& —&1) (& —&iv1) - (& —&n)

e §—fj>
H )<§i—§j '

=15

A continuacién se exponen y describen las funciones de forma para elementos unidimensiona-
les, bidimensionales y tridimensionales en coordenadas naturales mas empleadas desde el punto
de vista practico. Es importante recalcar que estas funciones de forma se emplean para aproxi-
mar tanto las funciones incégnita como la geometria del elemento. A este respecto es importante
el siguiente comentario.

Comentario 3.3 Para un mismo problema se pueden adoptar funciones de forma diferentes
para la geometria y para la funcion incdgnita, aunque lo mds habitual es utilizar las mismas. En
estos casos los elementos de la discretizacion se denominan Elementos Isoparamétricos. [ |

3.2. Funciones de Forma de Elementos Unidimensionales

3.2.1. Elemento Lineal

Para el elemento lineal se tiene que n = 2, y por tanto la funcién de aproximacién es un
polinomio lineal de grado (n — 1) = 1, tal y como se muestra en la Figura 3.5. Utilizando el
polinomio de Lagrange se obtiene que:

= Para i =1 con la condicién de i # j:

Wy =& (€-1 1.~
MW e "1 27 312
= Para i = 2 con la condicién de i # j:
Wy E=8&) [E-(CD] 1
M = te ey ") 2T 319
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f(x)=x 2

X, —

Figura 3.5: Funciones de forma del elemento lineal empleando dos puntos o nodos.

Noétese que son las mismas funciones obtenidas en la expresién (3.10).
Se puede verificar que las funciones de forma satisfacen las siguientes condiciones:

NOe=-1=1 ; NMEe=1)=0
{ NPYe=-1n=0 ; NVE=1=1, (3:14)
y
M@+ NP =30-9 30+ =1, (3.15)

es decir que la funcién de forma asociada a cada nodo vale 1 en ese nodo y 0 en el otro, y que
su suma en toda la longitud del elemento es igual a 1.

3.2.2. Elemento Cuadratico

De la misma forma que se obtuvieron las funciones de forma del elemento lineal, se pueden
determinar las funciones de forma para el elemento unidimensional cuadratico, que se representan
en la Figura 3.6.

En este caso el polinomio de Lagrange cuadrético (n — 1 = 2) sigue la expresion:

_ 88688
§i—&&—&&G—-E&)

NP (g) i=1,2,3. (3.16)

Noétese que para el caso i = 1 el término é:% no se incluye, para ¢ = 2 no se incluye el

é:gé y para ¢ = 3 no se incluye el término é:%;}, por lo que las funciones de forma quedan de

la siguiente manera:

(2) -6 &  (E-0E-1y 1,
MO = feh e o-qrp-g ¢ 47
2) -6 =&  E-(CDIE=-1) .
R Nl ey ey [ S (3.18)
(2) -G -6 (D=0 1

MO = ges e nocopog 22Ut 19
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€ =-1 £, =0 & =1

Figura 3.6: Funciones de forma del elemento cuadratico.

que cumplen que su valor es 1 en el nodo correspondiente, y 0 en los demds, y ademads su
suma es 1 en toda la longitud del elemento, es decir:

NP + NP + NP (©) = 26~ 1)+ (1~ &) + (148 =1. (3.20)

3.2.3. Elemento Cubico

Andélogamente para el elemento cibico unidimensional (véase la Figura 3.7), el polinomio de
Lagrange con n = 4 puntos, queda como:

B) e E—6 -6 -8 E—&
N = e —aa—aa—a

De forma que las funciones de forma para cada uno de los 4 puntos son:
(3) - -8 &
MO = gea—ga -
[€+A/3)][€—(1/3)][§ —1]
[— 1+(1/3 [(=1—(1/3)][-1—1]

- -5 e

= (952 -1)(1-9). (3.22)

(3.21)

(3) §—& £-& §—&
Ny ) §2—618 &6 —&
E+D[E-(1/3))(E-1)
[(=1/3) + 1] [(-1/3) = (1/3)] [(-1/3) — 1]

= ey (e-g) e

9

= G (1-&)a-30. (3.23)

=8 §—8& §—&
§3—86183— 88— &
E+D[E-(=1/3)] (-1
[(1/3) + 1] [(1/3) + (1/3)] [(1/3) — 1]
- o+ (erg) -
9
16 (

1-¢€%)(1+3¢). (3.24)
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g =-1 1
Figura 3.7: Elemento ciibico unidimensional constituido por n = 4 puntos.

§—& -8 §—&
§4—618— &8 —§&3
E+1[E+A/3)][E—(1/3)]
I+D[1+1/3)]1—(1/3)]

- g (erg)(e-3)

— %6 (9¢2 — 1) (1+¢). (3.25)

NP =

3.2.4. Elemento Cuartico

Andlogamente para el elemento cudrtico (véase la Figura 3.8), el polinomio de Lagrange
viene dado por la siguiente expresién:

@y §-6 86888818668
N ) E—&&—L&G—86G—6&G— &

por lo que las funciones de forma para los n = 5 puntos son:

(4) =& §—8& §—&1 £—&5
MO = §1—868& — 886 — & — &5

= ég(4g2_1) (€—1). (3.26)
(4)  §-8 -8 88 -6
N0 = §2—818—838 —81&— &5

= 25(52_1) (1-2¢). (3.27)
()  E8 §-8 -8 &
RIS S oy o Sy Y S

= (1-¢%)(1—-4¢). (3.28)
(4) -8 E-8 E-8& E—&
R s oy oY Y S

_ 35(1_52) (1+2¢). (3.29)
N5(4)(§) _ 86 -6 -8 -4

R ERETER
— %5 (4 - 1) (1+¢). (3.30)
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Figura 3.8: Elemento cuartico unidimensional de n = 5 nodos.

Funcién de forma lineal (n = 2)

—_— N

QIZ*I €, =1

g =-1 1 l gi=1

—
I
()
|
—_
~—
—~
—_
|
DN
I
~—

A
Il

g =-1 E_z:*% & =0 é-’l:%

Mmoo o

- |

W~ Wk o=

- &%) (1+2¢)
=642 -1) (149

Tabla 3.1: Resumen de las funciones de forma unidimensionales hasta grado 4.
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@ (-1,1) (1,1) @

g

© (-1.-1) (1.-1)@

Figura 3.9: Elemento bidimensional de 4 nodos con funciones de forma lineales.

Que cumplen la condicién de que valen 1 en el nodo correspondiente, y 0 en los demés. Y
ademds su suma a lo largo de todo el dominio del elemento (su longitud) es igual a 1.

Las expresiones de las funciones de forma de hasta grado 4 en funcion de las coordenadas
naturales se muestran resumidas en la Tabla 3.1.

Notese que siguiendo el procedimiento anterior se pueden obtener funciones de forma de
grado mayor.

3.3. Funciones de Forma para Elementos Bidimensionales

Las funciones de forma para el elemento rectangular bidimensional se obtienen mediante el
producto de las funciones de forma unidimensionales asociadas cada una de las direcciones £ y
7, tal y como se muestra en la Figura 3.9. Dado que se utiliza el Polinomio de Lagrange para
obtenerlas, los elementos se denominan FElementos Lagrangeanos.

3.3.1. Elemento Rectangular Lineal

Si se emplean funciones de forma lineales en cada direccién, se obtienen las funciones de
forma del elemento rectangular lineal. Que necesita de cuatro puntos para estar totalmente
definido, tal y como se muestran en la Figura 3.9.

Para el nodo 1, la funcién de forma se obtiene a partir de la funcion de forma unidimensional
segun la direccién £, constituida por el polinomio de Lagrange con los nodos 1 y 2 y multiplicada
por la funcién de forma segin la direccion 7, constituida por el polinomio de Lagrange que pasa
por los nodos 1 y 4, es decir:

Ni&m) = NMOND () = 1 (1= (=) (3.31)
que se muestra en la Figura 3.10), y donde:
N(l)(f) _ (€~ &) _ 1 (1—¢) (3.32)
! (&1—&) 2 ’
y
Wy m=—m) 1

Para el nodo 2, se usa la combinacién del polinomio de Lagrange segun la direccion £, formado
por los nodos 1 y 2, y el polinomio segin la direccién 7, formado por los nodos 2 y 3:

No(€,m) = NSDON () =~ (1+6) (1 —n), (3.34)

1
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Figura 3.11: Funcién de forma N»(&,7n) del elemento rectangular de 4 nodos.

que se muestra en la Figura 3.11, y donde:

NV () = % = %(1 +&), (3.35)
y
NV () = % = % (I—=mn). (3.36)

Para el nodo 3, se emplea la combinacién del polinomio de Lagrange segun la direccién &,
formada por los nodos 2 y 3, y el polinomio segtn la direcciéon 7, formado por los nodos 3 y 4,
que queda como:

N3(&,m) =i(1+£)(1+n), (3.37)

y que se muestran en la Figura 3.12.
Por tltimo, la funcién de forma en el nodo 4 (véase la Figura 3.13) es igual a:

N(em) =7 (1= (14n). (3.38)

Notese que al igual que el caso unidimensional, las funciones de forma valen 1 en su nodo
asociado y 0 en los demds, y su suma en todo el dominio del elemento (en el rectangulo) vale 1,
es decir:
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7]

7
0.55

04055
03

Figura 3.13: Funcién de forma Ny(&,7n) del elemento rectangular del nodo 4.

3.3.2. Elementos Rectangulares de 9 Nodos

El elemento bidimensional de 9 nodos tiene 3 nodos en cada direccién, como se muestra en
la Figura 3.14. Para la obtencién de la funcién de forma del nodo 1, se utiliza el polinomio de
grado 2 segun la direccién &, formado por los puntos 1, 2, y 3, y multiplicado por el polinomio
segin la direccién 7, que pasa por los puntos (nodos) 1, 8, y 7, es decir:

1
Ni(&m) = NN (m) = Z€n (€= 1) (n - 1), (3.40)
que se muestra en la Figura 3.15, y donde:

@ E—&)(€-8&) & .
Nl (5) - (51 B 52) (51 B 53) - 2 (5 1)7 (341)

NP () = (n—mns) (n —m) 1), (3.42)

(m —mns) (m —nr) 2
Para la obtencion de la funcién de forma en el nodo 2, se utiliza el polinomio segiun la
direccién £ que pasa por los puntos 1, 2, y 3, y multiplicado por el polinomio segtin la direccién
71 formado por los nodos 2, 9, y 6 (véase la Figura 3.16):

Nofem) = NPOND () = 20 (1-€) (0 - 1), (3.3
donde:
N2(2)(€) — (5_51) (5_53)) _ (1_52) ’ (3.44)

(&2—&1) (&2 —&
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n

(Dt on® G

Ot © (0)

(0,0)

(L) e ()

Figura 3.14: Elemento rectangular de 9 nodos.

Figura 3.15: Funcién de forma Nj del elemento bidimensional de 9 nodos.
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0.5

0202040 5

Figura 3.16: Funcién de forma N» del elemento de 9 nodos.

NP () = (n —n9) (n — ne) _

(12 —m9) (2 —me) 2

—-n). (3.45)

Andlogamente, se pueden obtener las demds funciones de forma, que quedan de la siguiente
manera:

N(&m) = FEan(+Em-1) (3.46)
Nien) = SE(+8) (1= ) (347
Ns(&n) = g1+ +) (3.45)
Ne(em) = 5n(1-€)(1+n) (3.9
Ne(n) = 3En(6—1)(1+n) (3.50)
Ne(em) = $EE-1)(1-7) (351)
No(&m) = (1=¢) (=), (3.52)

v que al igual que en los casos anteriores cumplen la condicién de valer 1 en los nodos asociados
y 0 en el resto, y sumar 1 a lo largo de todo el dominio del elemento.

3.3.3. Elemento Rectangular de 16 Nodos

El elemento rectangular bidimensional de 16 nodos se muestra en la Figura 3.19. La con-
struccién de sus funciones de forma se hace a partir de la combinacién de las funciones de forma
unidimensionales ctibicas segin las direcciones £ y n. Como ejemplo, se calcula la funcién de
forma del nodo 10, y en la que se emplea el polinomio de Lagrange del elemento ciibico uni-
dimensional correspondiente al nodo 1 (véase la Figura 3.20) asociado a la direccién £ y que
pasa por los puntos 10, 9, 8, y 7, multiplicado por el polinomio de Lagrange del elemento ciibico
unidimensional que pasa por los puntos 1, 12, 11, y 10, correspondiente al nodo 4 (véase la
Figura 3.20) asociado a la direccién 7. La funcién de forma definitiva queda como:

Nio(&,m) = NP (e)NP (), (3.53)
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N5, v Ng del elemento rectangular de 9 nodos.

N47

Figura 3.17: Funciones de forma N,

y Ng del elemento rectangular de 9 nodos.

Figura 3.18: Funciones de forma N7, Ng,



3.3 Funciones de Forma para Elementos Bidimensionales 101

('1’1)® 9 G>(11)
ot ©. ® 1o

(0,0)

@y ©. D 13 :

(-1,-1) (1,-1)

© © O

Figura 3.19: Elemento finito rectangular de 16 nodos.

Figura 3.20: Elemento cibico unidimensional.

donde las funciones N1(3) &)y Nf) (n) son las obtenidas para el elemento unidimensional de 4
puntos mostrado en la Figura 3.20:

NP =4 (92 = 1) (1-€)5 NP () = & (9% 1) (1 - )
NP = & (1-€2) (1=36)5 N () = 5 (1= %) (1 - 30)
N (€)= 5 (1-€) (14395 N (m) =5 (1—2) (1+3n)
NP () = 15 (96 = 1) (1495 NP () = 5 (9m? — 1) (1 +1)
Resultando que la funcién de forma N7g queda como:
Nio(€m) = 156~ 11~ 98)5-(1+ )97 ~ 1) (3.54)
1

= Se€- D 9¢3)(1 4 1) (9% — 1),

que se muestra en la Figura 3.21.
Andlogamente, se pueden obtener las demas funciones de forma:

Ni(&m) = NPOND () Na(€om) = NP ©N () Na(€m) = N7 (N ()

Na(&m) = NOND () No(&om) = NSP@ON () No(€m) = N2 (NG ()

Ni(6n) = NP ONP )i No(6on) = NP @ON (n); - No6m) = NPOND ) g
Nio(&m) = N ©ON () Nua(&m) = NP ON () Niom) = NOONS ();
Nis(&m) = NP ©ON () Nua(&m) = NP (©ONgY (m); - Nas(€,m) = N5 () N5 (m);
Nig(&m) = N§7 (NS (),

que cumplen que su valor es 1 en el nodo asociado y 0 en los demaés, y ademads su suma es igual
a 1 en todo el dominio rectangular del elemento.

Comentario 3.4 Notese que los elementos rectangulares definidos anteriormente son paralelos
a los ejes coordenados. [ |
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|
— O -1
16(n )1+m)

Figura 3.21: Funcién de forma del nodo 10 dentro del elemento finito rectangular de 16 nodos.

3.3.4. Funciones de Forma de Elementos Triangulares

Antes de definir las funciones de forma para elementos triangulares, es necesario introducir
el concepto de coordenadas de drea, que constituyen el sistema de referencia necesario para
definir las funciones de forma en elementos triangulares de forma sencilla. Por otro lado también
simplifican de forma considerable su integracién.

3.3.4.1. Coordenadas de Area

En el caso de que el dominio del elemento sea triangular en vez de rectangular, es conve-
niente expresar la posicién de un punto arbitrario P(z,y) en funcién de las coordenadas de drea
(L1, Lo, L3), que constituyen el nuevo sistema de referencia. A continuacién, se muestra como
deducirlas.

Considérese la Figura 3.22, de la que por semejanza de triangulos se obtiene que:

1_L1 _hl

—=— L .
h = 1= (3.56)
Dado que se pueden expresar las dreas de los tridngulos A y A;, respectivamente, como:
bh 2A
2 b
y
bh 2A
A=_""=h=" 3.58
5 = . (3.58)
y considerando las ecuaciones (3.56)-(3.58), se deduce que:
241 4
_ b _
Ly = 24 = 4 (3.59)

b
En la Figura 3.22 se muestra la evolucién del valor de la funciéon de forma L; dentro del
elemento.
Andlogamente, se cumple que Ly = % y Ly = %, por lo que quedan definidas las coorde-
nadas de drea (véase la Figura 3.23) como:

le% N LQZ% 3 ng% (360)

Si se considera que A = A; + As + As, la suma de las coordenadas de area queda de la
siguiente manera:

Li+Ly+ Ly =1, (3.61)
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(a) (b)

Figura 3.22: Variacion de la coordenada de area L; dentro del elemento.

3
(Ll > L2 s L3 )
(0,0,1) S

2 (LlaLzaLs)
(0,1,0)

1 (L, Ly, Ly)
(1’0’0)

Figura 3.23: Relacién entre las coordenadas cartesianas (x,y) y las coordenadas de &rea

(L17L27 L3)
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y cuyo resultado es analogo al de las funciones de forma lagrangianas.
La relacion entre las coordenadas naturales y cartesianas viene dada por la siguiente expre-

sién:

y=1y1L1 +y2Lo + y3Ls.

Teniendo en cuenta que han de cumplirse (3.61) y (3.62), se puede definir la siguiente ecuacién
matricial:

{ Tr = 1‘1L1 + 1‘2[12 + 1‘3[/3 (3 62)

1 1 1 1 Ly
X = Tr1 T2 I3 LQ s (3.63)
Yy Yy Y2 Y3 Ls
de la que calculando la inversa se obtiene:
Ly 1 (z2ys — y2w3)  —(ys —y2) (z3— T2) 1
Ly p=-| —(mys—wiz3) (ys—v1) —(z3—21) T oo, (3.64)
2A
L (T1y2 —1z2)  —(y2—wy1) (22— 1) Y
expresion esta ultima en la que el area del elemento se puede calcular mediante la férmula del
determinante:
1 1 wn
A=-|1 z22 uo
2
1 x5 ys

Dada una funcién cualquiera en funcién de las coordenadas de area, f = f(L1, Lo, L3), su
derivada con respecto a las coordenadas cartesianas es igual a:

%_i@f@Li
0xr 4~ 0L; Ox
i (3.65)
Af = 0f 9L
8y_i:1 OL; Oy’
donde:
Ly _yp—ys _ b1 OLi _a3—zp o
dr 24 24 7 9y 24 24
0Ly ys—y1 b 0Ly xz1—23
dr 24 24 7 9y 24 24 (3.66)

OLs _y1—y2 b3 ~ OLy mp—m11 _ c3
ox 2A 2A 7 0Oy 2A 2A°

Otro aspecto importante de emplear las funciones de forma en coordenadas de area es su

sencillez de integracién para el calculo posterior de matrices de rigidez. Para ello Uinicamente

es necesario considerar las siguientes expresiones correspondientes a la integracién a lo largo de

una linea, en un area o en un volumen, respectivamente:

1h!
rarh _ alb! .
/ il2dS (a+b+1)!S (3.67)
S
arbhre B alblc!
/LleLgdA = @it D 2A (3.68)

A

Ibleld!
/ LOLSLSLSAV = e 31V, (3.69)
1%

(a+b+ec+d+3)"
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Figura 3.24: Elemento triangular de tres nodos.

en la que S es la longitud del elemento de integracién, A es el drea, V el volumen, y n! =
1x2x...%x(n—1) xn es el factorial de n.

Ejemplo ilustrativo 3.1 (Integracién con coordenadas de area). Integrar la siguiente
expresion 15L3Ly a lo largo del elemento triangular en el que estdn definidas las funciones de
forma.

Solucién: Empleando la ecuacién (3.68), con los siguientes valores de los coeficientes a = 2,
b=1y c=0, se obtiene que:

21110! A

15L2LodA = [15L2LAL0dA = 15 24 = —

/ 12 / 17273 (2+1+0+2)! 2
A A

3.3.4.2. Elemento Triangular de 3 Nodos

El elemento triangular mas sencillo que se puede emplear es el de 3 nodos, tal y como se
muestra en la Figura 3.24.

Noétese que el nodo 1 tnicamente depende de la coordenada de drea L1, ya que en este nodo
Ls = L3 = 0. Para obtener su funcién de forma asociada se emplea el polinomio de Lagrange
con dos puntos n = 2, de la siguiente manera:

L, — >3
Ni(Ly) = ( : > D=0 Ly, (3.70)

(Lgn _ ngf?»)) - (1-0)

donde L§273) es el valor de la coordenada de area L; en la arista que une los nodos 2 y 3.

Andlogamente se calculan las funciones de forma en los nodos 2 y 3, con lo que se puede
concluir que éstas coinciden con las coordenadas de area, tal y como se muestra en la Figura
3.25, es decir que:

N1:L1:1—L2—L3 N N2:L2 3 N3:L3. (371)

Ademads teniendo en cuenta (3.61) se comprueba que la suma de las funciones de forma en
el elemento es igual a 1.
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Figura 3.25: Funciones de forma del elemento triangular de 3 nodos.

3.3.4.3. Elemento Triangular de 6 Nodos

La obtencion de la funciones de forma del elemento triangular de 6 nodos mostrado en la
Figura 3.26, se obtiene mediante el polinomio de Lagrange con tres puntos (n = 3). Asi en el

nodo 1:
(Ly = LN - L8 (L —1/2)(Ly - 0)
M) = <Lgl§_L§46>><L§>_Zg23>): @—1/2)(11—0) (3.72)
= Li(2L; — 1), (3.73)

donde L(12_3) y L(14_6) son los valores de las coordenadas de area L en las aristas que unen los
nodos 2 y 3, y 4 y 6, respectivamente.
Andlogamente para los demés nodos de las esquinas, cuyas funciones de forma quedan como:

(Lo — LY ) (Ly — LY7?)

Ny(Lg) = = Ly(2Ly — 1) (3.74)
(L5 = 1)@y - 1))
765 . _ 7 (1/2)
N3(L3) = (Ls =Ly )(Ls =Ly ") = L3(2Ls — 1). (3.75)

(1§ — 2L — 15)

En los nodos pertenecientes a los lados del tridngulo, como por ejemplo el nodo 4 que no
depende de la coordenada Ls. Se calculan los polinomios de lagrange de grado 1 en cada direccién
L1y Lo y se multiplican, con lo que se obtiene:

Ny(Ly,Ly) = 4L Lo, (3.76)
donde el polinomio en la direccién L es igual a:

(L — LYY (L —0)

_ =2L,, (3.77)
(L - -0

Ny(Ly) =

mientras que en la direccién Lo :

(Lo = L§™) (L —0)
Ny(Ls) = (L(QZ)—LZH)) = (;_ ) = 2L, (3.78)
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Figura 3.26: Coordenadas de area correspondientes al elemento triangular de 6 nodos.

El nodo 5 (véase la Figura 3.26) dnicamente depende de las coordenadas Ly y L3, y por
tanto el polinomio en la direccién Ly es igual a:

(Ly — LY™Y)

Ng(Lo) =
)= )

= 2L, (3.79)

mientras que en la direcciéon Ls queda como:

(Ls — L)

Ns(L3) =
(L5 = 157)

= 2L, (3.80)

y la funcién de forma del nodo 5 resulta en:
Ns5(Lg, L3) = 4L Ls. (3.81)

Por ultimo, el nodo 6 depende de las coordenadas (Li, L3), y por tanto, el polinomio en la
direccién Ly es:

(Li - LYY)

No(Lq1) =
(L = 157%)

= 2L, (3.82)

mientras que en la direcciéon Ls queda como:

(L§) - L§™%)
resultando en:
Ng(L1,Ls) = 4Ly Ls. (3.84)

Noétese que la suma de todas las funciones de forma en el elemento suman 1, como es necesario
para que estén correctamente definidas.
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A LiLaLy
/2_(0,1,0)

RN
(1,0,0)

Figura 3.27: Coordenadas de area del elemento triangular de 10 nodos.

3.3.4.4. Elemento Triangular de 10 Nodos

Para el elemento triangular de 10 nodos, mostrado en la Figura 3.27, se sigue el mismo

procedimiento que para los elementos triangulares de 3 y 6 nodos.

Comenzando por los nodos de las esquinas, la funciéon de forma del nodo 1 se calcula de la

siguiente manera:
<L1 — L§4‘9>) (L1 — L§5‘8>> (L1 . L(12_3)>
(Lgl) _ L§479)) (Lgn _ L§578)) (Lgl) - L§273))

que simplificando queda como:
Ny = %L1(3L1 (3L —1).
Siguiendo el mismo procedimiento para los nodos 2 y 3, se obtiene:
Ny = SLa(3L,—2)(3L> —1)

1
N3 = SLs(3Ls—2)(3Ls — 1).

(3.85)

(3.86)

(3.87)

Para el nodo 4, que unicamente depende de las coordenadas Ly y Lo, se tiene que su funcion

de forma segtn la direccién Lq es:

<L1 _ L§578)) <L1 _ ngf:s))
(L§4) _ L(15—8)) (ngl) _ L(12—3)>
mientras que para la direccién Lo :
(124
(Lgl) _ L§3/1))

3
Ny(Ly) = = §L1 (3L — 1),

Ny(Ly) =

= 3L27
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G 4

c=1
‘,,/;

n=- -
--------------------------------- U
......... ™ :
i =1 1
a) Elemento hexaédrico b) Elemento tetraédrico

Figura 3.28: Elementos tridimensionales: a) hexaédrico recto, y b) tetraédrico.

con lo que la funcién de forma definitiva resulta del producto de las anteriores:
9
Ny(L1,La) = Na(L1)Ny(L2) = §L1L2 (3L1 —1). (3.88)

Andlogamente, se calculan las funciones de forma para los nodos 5, 6, 7, 8, y 9:

Ny = §L1L2(3L1—1) (3.89)
N5 = §L1L2(3L2—1) (3.90)
Ne = §L2L3(3L2—1) (3.91)
Ny = §L2L3(3L3—1) (3.92)
Ny = §L1L3(3L3—1) (3.93)
No = §L1L3(3L1—1). (3.94)

Por ultimo, para el nodo 10 que depende de las coordenadas Lj, Lo y L3 (véase la Figu-
ra 3.27), su funcién de forma es:

Nyg =27L1LoLs. (3.95)
Las expresiones de las funciones de forma para elementos triangulares en funcién de las

coordenadas de area se muestran resumidas en la Tabla 3.2.

3.4. Funciones de Forma de Elementos Tridimensionales

En esta seccion se exponen las funciones de forma para elementos tridimensionales. Unica-
mente se consideran los elementos hexaédricos de 8 y 27 nodos y el tetraédrico de 4 nodos, tal
y como se muestran en la Figura 3.28.

3.4.1. Elemento Hexaédrico Recto de 8 Nodos

En la Figura 3.29 se puede apreciar el elemento hexaédrico de 8 nodos. Andlogamente a
como se obtuvieron las funciones de forma para los elementos bidimensionales, a partir de las
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N

Figura 3.30: Funcién de forma del nodo 1 del hexaedro de 8 nodos.

combinaciones de las funciones de forma en cada direccién, para los elementos hexaédricos rectos
las funciones de forma se obtienen combinando los polinomios de Lagrange en cada una de las
tres direcciones (£,7,(), tal y como se indica en la Figura 3.30.

Para el caso concreto del nodo 1 se obtiene mediante el producto del polinomio de Lagrange
lineal unidimensional segiin cada una de las tres tres direcciones, tal y como se muestran en la
Figura 3.30:

N ¢ = NP EONY )N (© (3.96)
= J0-930-m50-0,

que simplificando queda como:

1=9A=-n1-0). (3.97)

ol

Nl (5#7, C) -
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Andlogamente, se pueden obtener las funciones de forma para los demds nodos:

N2 (£,1,¢)
N3 (&,7,¢)
Ny (&n,0)
Ns (§,1,¢)
Ne (£,7,¢)
Nz (&,m,¢)
Ns (£,1,¢)

NG (€) MY () NP (¢) =
N (€ MY () N (¢) =
N (€ MY () N (¢) =
N () MY () NgY (¢) =
N (&) MY () N (¢) =

N (&) NSV () NV () =

N (&) NV () NV () =

1+ A=n) (1=
1+ @+n) A=)
(1= +n 1=
(1= =n 1+
1+ A =n) 1+

1+ +n)1+C)

oolr—toolr—toolb—loolb—loolb—loolr—toolr—t

1= 0+n)1+7).

(3.98)
(3.99)
(3.100)
(3.101)
(3.102)
(3.103)

(3.104)

Se puede comprobar que las funciones de forma valen 1 en cada nodo asociado y 0 en los
demads, y la suma de todas las funciones de forma a lo largo de todo el elemento suman 1.

3.4.2.

Elemento Hexaédrico de 27 Nodos

El elemento hexaédrico de 27 nodos se muestra en la Figura 3.31. Las funciones de forma
se obtienen siguiendo el mismo procedimiento que en casos anteriores (véase [Onate, 1992]). De

esta manera:

Para los nodos de las esquinas (1-8):

Ni =5 (& +8&) (0 +ma) (2 +¢G) s

Ni = g1} (0 = nmi

& (& -eq) (1-

Para los nodos de las aristas:

e e
*‘z

s Para los nodos de los centros de las caras:

4—(;:

°) (L

Noz = (1-¢€%) (1

2 (1-¢%) (1-
—?) (1-¢?) (52—5352)+%(1

) (¢~ G+

Por ultimo, para el nodo central:

) (- ¢).

16 (¢~ .
(=) (P —mm) (1-¢%) 7

21— (P —na?)

_1,2,3,4
~ 5,6,7,8.

CG) +

(3.105)

9,10,11,12
i= 13,14,15,16
17,18, 19, 20.

(3.106)

21,22,23

= 24,25,26.

(3.107)

(3.108)
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5 n
S 19 /
20, s 2557 18
v
5 ; 17 6
164 24
A 215
21 ' -
134 126 7123 3
H 14
1247 2217
i a 10
1 ’ 9.

Figura 3.31: Elemento de 27 nodos.

4 (x4,y4,z4)

(V - volumen)

3
(x3’y3az3)
2
(%3, ¥,5,2,)
1
z
Y (x,1,2)

Figura 3.32: Elemento tetraédrico de 4 nodos.
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- volumen del
(24.74:24) (v -vo
(V) - volumen del 4 _"74774%4 tetraedro 1,2,3,4)

tetraedro 1,2,4,P)

3
(x3,73,23)

(x5, ¥2,25)

y (xl,yl,zl)

Figura 3.33: Coordenadas de volumen del nodo 3 para el elemento tetraédrico de 4 nodos.

3.4.3. Elemento Tetraédrico de 4 Nodos

De la misma manera que se definieron las coordenadas de area para los elementos triangulares,
se pueden definir las coordenadas de volumen para elementos tetraédricos (véase la Figura 3.32).

En las coordenadas de volumen Lq, Lo, L3, L4, cada coordenada L; se refiere al cociente
entre el volumen del tetraedro formado por un punto P interior al elemento y la cara opuesta
al nodo ¢ y el volumen total del tetraedro, tal y como se muestra en la Figura 3.33.

La expresién explicita de las funciones de forma L; se obtiene empleando las coordenadas
volumétricas, que son andlogas a las coordenadas de area, y se obtienen calculando los volimenes
mediante la formula del determinante:

Vi1

N; = V= (a; + bix +ciy+ hiz); i =1,2,3,4, (3.109)

donde V es el volumen del tetraedro que se calcula como:

x1 y1 21 1

1 Ty Y2 22 1
V== , 3.110
3! r3 Ys 23 1 ( )

T4 Ys 24 1

mientras que los coeficientes a;, b;, ¢;, h; se obtienen calculando el volumen del tetraedro generado
por un punto genérico dentro del tetraedro inicial (z,y,z) y los tres nodos correspondientes a
la cara opuesta al punto respecto al cual se desea calcular la funciéon de forma. Para ello basta
tener en cuenta que el volumen V; se calcula mediante la expresion (3.110) sin mds que sustituir
las coordenadas (x;,¥;, z;) por las coordenadas del punto genérico (z,y, z). Asi por ejemplo, el
volumen que me permite calcular la funciéon de forma asociada al nodo 2 se obtiene como:

r1 oy oz 1
12z y 2z 1

Vo= — ,
2 3! r3 Yz 23 1
T4 Ya 24 1
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10

[ee}

Figura 3.34: Elemento tetraédrico de 10 nodos.

donde se ha sustituido en la segunda fila de la expresién (3.110) el punto (z2,ys,22) por el
punto genérico (z,y, z). Desarrollando el determinante partiendo de la fila con el punto genérico
(x,y, z) se pueden obtener los coeficientes a;, b;, ¢;, y h;.

Noétese que las coordenadas volumétricas estan relacionadas con las coordenadas z, y, y z
mediante las siguientes expresiones:

4 4 4
T = ZLixi TS ZLiyi P oz = ZLz‘Zi, (3.111)
i=1 i=1 i=1

mientras que las derivadas de las coordenadas de volumen con respecto a las coordenadas carte-
sianas son:

oL; _ 14 . 9Ly _ 1 . . OL; _ 1 g
8:1:2 - 6Vbl ’ ayl - GVCZ 3 8; - 6le' (3.112)

3.4.4. Elemento Tetraédrico de 10 Nodos

Para el caso del elemento tetraédrico de 10 nodos mostrado en la Figura 3.34, las funciones
de forma son:

N1 = (2L1 — 1)L1 N N6 = 4L2L3

N2 = (2L2 — 1)L2 ; N7 = 4L1L3

N3 = (2L3 - 1)L3 N Ng = 4L1L4 (3113)
N4 = (2L4 — 1)L4 ; Ng = 4L2L4

N5 = 4L1L2 N N10 = 4L3L4.

que se obtienen de forma andloga a los casos anteriores.
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Funcién de forma del elemento triangular de 3 nodos

3 2

Ny =1,
Ny = Lo
N3 = L3

Funcién de forma del elemento triangular de 6 nodos

3 5 2

Ny = Li(2L; — 1)
No = Ly(2Ls — 1)
N3 = L3(2L3 — 1)

6
! N, = AL, Ly
N5 = 4L L3
Ng = 4L, Ls

1

Funcién de forma del elemento triangular de 10 nodos

Ny =3Ly(3Ly —2)(3Ly — 1)
Ny = 35Ly(3Ly —2)(3Ly — 1)
N3 = £L3(3Ls — 2)(3Ls — 1)
Ny = 3L1Ly(3Ly — 1)
N5 = 5L1Ly(3Ly — 1)
N¢ = 3LyL3(3Ly — 1)
N; = %L2L3£3L3 — 1;

)

Ng = 2L,L3(3L3 — 1
Ng = 5L L3(3Ly — 1
: Nio = 27L1LsLs

Tabla 3.2: Resumen de las funciones de forma para elementos triangulares.






Capitulo 4

Resolucién de Sistemas Constituidos por
Barras Mediante el MEF

En este capitulo se describe la metodologia sistemédtica para la resolucién de sistemas estruc-
turales constitutidos por barras interconectadas por los nodos, como es el caso de las celosias.
Su aplicacion se puede extender a diversas estructuras, tales como puentes, cubiertas, torres de
alta tension, estructuras geodésicas, etc.

Los elementos estructurales que constituyen las celosias interconectadas con nodos articula-
dos tienen la caracteristica de resistir inicamente esfuerzos axiles (traccién o compresién), y las
cargas Unicamente pueden aplicarse en los nodos de unién de las barras. Para un estudio més
adecuado del problema se ha de prestar un cuidado especial a las barras sometidas a compresion,
ya que pueden surgir fenémenos de inestabilidad por pandeo, que no se consideran en este libro.

Con el objetivo de obtener un procedimiento sistemético para la resolucién de un sistema de
barras, se parte inicialmente de un sistema de muelles en una dimensién, y posteriormente se
procede al estudio de barras espaciales, ya sea en el plano o en el espacio.

4.1. Resolucion de un Sistema de Muelles

Un sistema de muelles viene caracterizado por la unién de varios muelles mediante nodos.
Todo muelle (véase la Figura 4.1) tiene una propiedad que lo caracteriza: la constante eldstica
del muelle (k), que representa la resistencia que ejerce el muelle a deformarse debido a una
fuerza aplicada longitudinalmente, en la que se considera que la relacién fuerza-desplazamiento
es una relacién lineal, tal y como se muestra el la Figura 4.2.

4.1.1. Elemento Tipo Muelle

Supoéngase el muelle mostrado en la Figura 4.1. Es un elemento longitudinal compuesto por
dos nodos y que unicamente esta sometido a fuerzas de tracciéon o compresion. Para este elemento
sélo se consideran como incognitas los desplazamientos nodales en la direccion del eje del muelle,
por lo que se tiene un grado de libertad por nodo.

Definicién 4.1 (Grado de libertad). Se define como grado de libertad por nodo el nimero
de incdégnitas asociadas a cada nodo de la discretizacion en el problema.
|

Un elemento de tipo muelle esta compuesto por los siguientes elementos:

= Dos nodos 7, j correspondientes a sus extremos.

(0 ,©

j colineales con el eje del muelle en cada extremo.

= Los desplazamientos u

117
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Figura 4.1: Elemento tipo muelle.

/
f(é’)

Figura 4.2: Relacién fuerza-desplazamiento de un muelle.

= Las fuerzas fi(e), f;e) ejercidas en los nodos colineales con el eje del muelle.

» La constante eldstica k del muelle (rigidez).

Noétese que tanto para las fuerzas como para los desplazamientos se emplea el superindice
(e) para hacer referencia al elemento.
La relacién fuerza-desplazamiento del muelle se supone lineal de la siguiente manera:

f = ku, (4.1)

donde f es la fuerza de traccién (f () > 0),y u(®) es el alargamiento total sufrido por el muelle.
En la Figura 4.2 se muestra la grafica que relaciona la fuerza f(©) con el desplazamiento u(®).
Como puede apreciarse es una relacién lineal, de forma que la pendiente de la recta es igual a
la constante del muelle k.

Comentario 4.1 Podemos hacer una anlogia con el problema eldstico lineal, donde la relacion
fuerza-desplazamiento del muelle es andloga a la Ley de Hooke en una dimension:

f=ku <— o=EFe

donde o es la tension, € es la deformacion y E es el modulo de elasticidad longitudinal. [ |

Para que el muelle esté en equilibrio ha de cumplirse que la suma de las fuerzas colineales al
muelle sean cero:

fz'(e) + f](e) =0 = fi(e) — _f](e) — _f(e) (4.2)

donde f(©) es la fuerza (f (€) > 0, si actia de izquierda a derecha) que actia sobre los nodos del
muelle.
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Figura 4.3: Sistema de dos muelles en serie.

Particularizando la ecuacién (4.1) en los dos nodos del muelle se obtiene:

Nodoi: fi7 == = —k(uf = u) = kul” — kul®

p 4.3
Nodo j: f](e) =fl = g (u(-e) — uge)) = —kul? + kzuge) (43)

J

Reescribiendo la ecuacién (4.3) de forma matricial:

ko —k () £
[ -k k ] { Z;) }:{ f}e) ; (4.4)

que de forma compacta queda como:

{f<e>} _ [k<e>] {u<e>} , (4.5)

donde [k(e)] es matriz de rigidez del elemento, {u(e)} es el vector de desplazamientos nodales,
y {f (e)} es el vector de fuerzas aplicadas en los nodos a nivel elemental.

4.1.2. Sistema de Muelles

En la seccion anterior se ha estudiado un elemento tipo muelle. Pero ;qué ocurre si en vez de
tener un 1inico muelle se tiene un sistema de muelles, bien en serie, en paralelo o una combinacién
de ambos? Para entender cémo se trata un problema de este tipo se va a estudiar el ejemplo
mostrado en la Figura 4.3. En este caso hay dos muelles en serie que comparten el nodo 2. Antes
de proceder con el estudio del sistema formado por los dos muelles se calculan las matrices de
rigidez de cada unos de los muelles suponiendo que no estan unidos, asi para el elemento 1:

o bk M
{ Y }: 5w H L J o

mientras que para el elemento 2:

e P @
{ f;(Z) }: [ —1262 k‘22 } { Z?) 47

Z(e) es el desplazamiento del nodo 7 asociado al elemento e, y analogamente fi(e) es la

fuerza actuando en el nodo 7 asociada al elemento e.

donde u
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4.1.2.1. Ensamblaje de la Matriz de Rigidez

Para proceder a la obtencién de una ecuacién andloga a (4.5) asociada al sistema de muelles
de la Figura 4.3 se ha de proceder a definir las variables que intervienen. Dado que en el sistema
de muelles hay tres nodos, el niumero de grados de libertad totales serd 3, y los vectores {F} y
{u} tendran la forma (véase la Figura 4.4):

Fy uy
{F}=< F 3, vy {u}=¢ u », (4.8)
F3 u3

donde F; y u; son las fuerzas externas y desplazamientos asociados al nodo i del sistema de
muelles.

Para obtener la matriz de rigidez del sistema (global) procedemos a plantear el equilibrio en
cada uno de los nodos:

Nodo1: Fy = fV
Nodo 2: Fp = f{V+ (4.9)
Nodo 3: F3 = 2(2)

A continuacién se sustituyen los valores de las fuerzas fi(e) por valores obtenidos en las
ecuaciones (4.6) y (4.7) teniendo en cuenta que u(ll) = uy, ugl) = u(12) =ugy ug) = u3 (ya que

se tiene que cumplir la compatibilidad en los desplazamientos), con lo cual se obtiene:

Fy = kyuy — kyug
Fy = —kiup + (kﬁl + k?z) ug — koug (410)
F3 = —koug + kaus,

que expresada en forma matricial queda como:

kl —k‘l 0 (75} F1
—k1 k1 + ke —ko up p =19 F» p; [K]{u}={F} (4.11)
0 —k‘g kg us F3

donde [K] es la matriz de rigidez (global) para el sistema de muelles.

Comentario 4.2 Es importante recalcar que el calculo de la matriz de rigidez [K| y del vector de
fuerzas {F} efectuado hasta este punto nos conduce a un sistema (4.11) con infinitas soluciones,
en el que la matriz de rigidez es singular (det [K] = 0). Para que tenga solucion serd necesario
imponer ciertas condiciones (condiciones de contorno).

|

(ORI} ki

ky
1 (1)
L AL ANt

*—> O— o ——>»

1 1/[1, 2 lxlz, 3 u3,
— r( (1 2 (2
Fl_fl Fzzfz()_,’_fl() F3:f2()

Figura 4.4: Paso del sistema local al global para el ejemplo de dos muelles en paralelo.
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Figura 4.5: Sistema de tres muelles en serie.

Ejemplo ilustrativo 4.1 (Ensamblaje de un sistema de 3 muelles). Dado el sistema de
muelles mostrado en la Figura 4.5, donde los nodos 1 y 4 estan restringidos al movimiento, es
decir, u; = ug = 0 y considerando que: k1 = 100 N/mm, ko = 200N/mm, ks = 100N/mm y
P =500 N. Se pide:

1. Obtener la matriz de rigidez [K] y el vector de fuerzas {F} que representan matricialmente
el comportamiento del sistema.

2. Calcular los desplazamientos en los nodos 2 y 3.
3. Obtener las fuerzas de reaccién en los nodos 1 y 4.
4. Calcular la fuerza de traccion o compresiéon a la que esta sometido el muelle 2.

Solucién:

Las matrices de rigidez de cada uno de los elementos son:

L R [l E ) S Bl CR U B il

(4.12)

siendo sus unidades N/mm.

Andlogamente al caso de la seccién 4.1.2 se procede a plantear el equilibrio en cada uno de
los nodos:

Nodo 1: F; = fl(l)
Nodo2: F = f{V+ f?
Nodo 3: Fy = f?+ ¥
Nodo 4: Fy = f{¥

(4.13)

A continuacién se sustituyen los valores de las fuerzas fi(e) por los valores obtenidos de las

ecuaciones (4.6) y (4.7) teniendo en cuenta que ugl) = uy, ugl) = ugz) = ug, ugz) = ugg) =ugy

()

Uy’ = Uy, con lo cual se obtiene:
Fy = kiuy — kug
Fy = —kyuy + (k1 + ko) ug — kaus

F3 = —koug + (ko + k3) ug — ksuy
Fy = —k3ug + k3uy,

(4.14)
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que en forma matrical queda de la siguiente manera:

F1 kjl —]{51 0 0 (75}
B \ | k1 ki+k  —k 0 Uz
F3 - 0 —kg k‘2 + k‘g —k‘g us ’ (4.15)
Fy 0 0 —ks k3 Uy

En lo que se refiere a las fuerzas, las tinicas componentes conocidas de antemano son las
fuerzas en los nodos intermedios 1 y 2, que son F» = 0 y F3 = P, respectivamente. Teniendo
esto en cuenta, el sistema de ecuaciones que simula el comportamiento fuerza-desplazamiento
del sistema de tres muelles es:

100 —100 0 0 u 2]
. | —100 1004200  —200 0 uy | ] 0

K {u} = {F}; 0  —200 2004100 —100 wg (7 P (410
0 0 ~100 100 s F

Noétese que la la matriz de rigidez es simétrica y con forma bandeada.

Una vez planteado el sistema de ecuaciones se puede observar que se tienen 4 ecuaciones y
4 incognitas, que en principio son los desplazamientos, y el vector de términos independientes
asociado a las fuerzas, que en principio se supone conocido. El problema es que ha de cumplirse
el equilibrio global de la estructura (sistema de muelles), es decir, hay que evitar que se mueva
como un sélido rigido. Para ello se fijan algunos desplazamientos como conocidos (condiciones
de contorno), en este caso son u; = ug = 0. Ademads, para que se cumplan las condiciones de
compatibilidad entre fuerzas y desplazamientos resulta que ahora son desconocidas las fuerzas
asociadas a los nodos 1 y 4, que son las reacciones en los apoyos.

Si aplicamos las condiciones de contorno u; = ugy = 0 en las ecuaciones 2 y 3 del sistema
(4.16) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

300 —200 Uo /0
[ —200 300 } { us }_{ P } (4.17)
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se obtiene:
Ug _ P/250 | [ 2
{ us }—{ 3P/500 }—{ 3 }mm (4.18)

A partir de las ecuaciones primera y segunda del sistema (4.16) y conocidos los desplaza-
mientos us, us, se obtiene:

F1 == —1002@ =—-200 N
F4 = —1OOU3 = —300 N.

Para el cédlculo de la fuerza a la que estd sometido el muelle 2 (fuerza interna) partimos de
su correspondiente ecuacién (4.5). En este caso:

FfA0 7 200 —200 us | [ 200 —200 P
{ il }_ [ ~200 200 ] { s }_ [ ~200 200 H 3 } (4.19)

de donde se obtiene:

@ = _ 5@ — 900 N.
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AW -
AR

Figura 4.6: Sistema de 4 muelles en serie y en paralelo.

Es interesante destacar que la fuerza resultante en el nodo 3 tiene que ser igual a la fuerza
aplicada P, para demostrarlo calculemos las fuerzas en el elemento 3:

AP0 [ 100 <1007 f ug \ [ 100 —100 ][ 3 (4.20)
® (7] -100 100 |\ wg [ [ —100 100 || O '

2

Resultando
& — 1 =300 V.
Luego, la fuerza resultante en el nodo 3, ver ecuacién (4.13), es:
Fy =2+ ¥ = 200 + 300 = 500 N = P.
]

Ejemplo ilustrativo 4.2 (Ensamblaje de un sistema de 4 muelles). Dado el sistema de
muelles mostrado en la Figura 4.6 donde las conectividades entre los elementos y sus constantes
elasticas se muestran en la Tabla 4.1, obtener la matriz de rigidez global del sistema. Las fuerzas
externas que actian en la estructura son F; =500 N y F3 =100 N.

Solucion:

Las matrices de rigidez de cada uno de los elementos son:

L [l R B e o o
y
R B I U B B 4

siendo sus unidades N/mm.
Andlogamente al caso del Ejemplo Ilustrativo 4.1 se procederia a plantear el equilibrio en

)

. .z . . s (&
cada uno de los nodos y a continuacién se sustituirian los valores de las fuerzas fl-( por los
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Tabla 4.1: Conectividades para el sistema de muelles del Ejemplo Iustrativo 4.2.

Elemento-e | Nodo i | Nodo j | k. (N/mm)
1 4 2 100
2 2 3 150
3 3 ) 200
4 2 1 50

valores obtenidos de las ecuaciones correspondientes teniendo en cuenta las relaciones entre los
desplazamientos de los nodos de los elementos y los desplazamientos de los nodos globales, de
esta forma se obtendria la matriz de rigidez global.

En este caso vamos a escribir las conectividades de los elementos tal y como se muestran en
la Tabla 4.1. En ella se muestran para cada muelle, los nodos que lo constituyen considerando la
numeracién global de la estructura. En la primera columna se muestra el niimero de elemento,
mientras que en las columnas 2 y 3 se muestran los nodos locales que conforman cada uno de
los elementos. Asi, la columna 2 se corresponde con el primer nodo en locales (i), mientras que
la segunda se corresponde con el segundo nodo en locales (j).

Finalmente la matriz de rigidez tras hacer el ensamblaje queda de la siguiente manera:

ka —ky 0 0 0
—ky ki+ kot ky —ko -k 0
K] = 0 —ko ko + k3 0 —k3 | . (4.23)
0 —kq 0 k1 0
0 0 —k3 0 ks

Sustituyendo los valores de las constantes elasticas de la Tabla 4.1 queda como:

150 —150 0 0 0
~150 450 —200 —100 O

Kl=| 0 —200 250 0 —50 |. (4.24)
0 -100 0 100 0
0 0 —-50 0 50

Nétese que la matriz de rigidez es simétrica y con forma bandeada.
[ |

Comentario 4.3 Todos los problemas estdticos o cuasi-estdticos se reducirdn a un sistema
discreto del tipo [K]{u} = {F}.
|

4.1.3. Procedimiento Sistematico de Ensamblaje de Elementos Unidimensio-

nales

El procedimiento sistematico de ensamblaje es un paso muy importante cuando se utiliza
la técnica de los elementos finitos. El objetivo es la obtencién del comportamiento global de la
estructura a partir de los comportamientos individuales de los elementos. Por tanto, la compren-
sién del procedimiento de ensamblaje, es decir, de la obtencién de la matriz de rigidez global de la
estructura [K] a partir de las matrices de rigidez de los elementos [k(e)], es de gran importancia.

Continuando con el caso més sencillo se va a proceder al estudio del ensamblaje de sistemas
de muelles, es decir, elementos unidimensionales con un tnico grado de libertad por nodo. Tal y
como se muestra en la Figura 4.7, los elementos trabajan sélo en el sentido longitudinal y estan
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(e) (e) (e) (e)
U o U, 5 1

— D—» C—» e ——

D © D ©

Figura 4.7: Desplazamientos y fuerzas nodales.

constituidos por dos nodos sobre los que actiian unas fuerzas, y cuyos desplazamientos nodales
son desconocidos. Precisamente este desplazamiento es el grado de libertad.

Para este tipo de elemento, su matriz de rigidez, su vector desplazamientos nodales y su
vector de fuerzas nodales tienen el siguiente formato:

(e) () (e) (e)
e k k e U e f
[k( )] = [ k%el) kig) ] , {u( )} = { %e) }, y {f( )} = { f;(e) }, (4.25)

21 2 Ug

donde k{9 = k.
Supongamos ahora que se tiene un sistema con tres elementos tal y como se muestra en la
Figura 4.8. Las matrices de rigidez de cada uno de los elementos son las siguientes:

)] = By k| [T K@ = Y KD | (2 1) = kY kS | [3] (426)
LR R LR kL3 LR Ry L

donde kl(]e) es el elemento de la matriz de rigidez situado en la fila i-ésima y en la columna j-ésima
para el elemento (muelle) e. En este caso se tiene un elemento con dos nodos, y tanto ¢ como j
pueden tomar los valores 1 y 2. Esta numeracién se corresponde con la numeracién local, de tal
forma que tanto la primera fila como la primera columna hacen referencia al primer nodo del
elemento mientras que la segunda fila y la segunda columna hacen referencia al segundo nodo
del elemento. Sin embargo, si consideramos la estructura completa, hemos de numerar los nodos
de forma global y tener en cuenta que hay nodos comunes para varios elementos, por eso es
necesario definir la matriz de conectividad de la siguiente manera:

1
Con = | 2 (4.27)
3

=W N

de forma que el primer elemento-muelle (primera fila de la matriz de conectividad) esté consti-
tuido por los nodos 1 y 2 en numeracién global, el segundo elemento-muelle (segunda fila de la
matriz de conectividad) esta constituido por los nodos 2 y 3, y por tltimo, el tercer elemento-
muelle (tercera fila de la matriz de conectividad) lo constituyen los nodos 3 y 4. Esto implica

)

estan ligados a los nodos globales tal y como se muestra en la ecuacién
(4.26), de forma que, por ejemplo, el elemento k:g)
posicién (3,2).

que los elementos kl(]e

actuaria en la matriz de rigidez global en la

L o2 [ 3 (3 4

Figura 4.8: Discretizacion en 3 elementos.
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Definicién 4.2 (Matriz de conectividad). Se llama matriz de conectividad Coy a la matriz
que relaciona la numeracion local de cada elemento del sistema con los nodos globales. Tiene
tantas filas como nimero de elementos (n.) tenga la estructura y tantas columnas como nimero
de nodos por elemento (ny,), donde el elemento c;; representa el nimero que le corresponde en
numeracion global al nodo j (en numeracion local) del elemento i.

|

Dado que en la estructura, los elementos individuales estdan interconectados e interactian
entre si, es preciso tenerlo en cuenta a la hora de ensamblar para obtener la matriz de rigidez
[K] de la estructura, para ello basta con sumar la contribucién de cada elemento en los nodos
en comun utilizando la informacién de la matriz de conectividad. De esta forma se obtendria la
siguiente matriz de rigidez del sistema:

1 2 3 1] aL
kY (Dk%? . O O
K] = kg + ki1 (2)k§2 ) (()3) 2 (4.28)
koy' +kiy Ko 3
Sim. K2 | LA
Nétese que como la matriz es simétrica sélo se representa la parte superior.
Andlogamente para el caso del vector de fuerzas obtenemos:
1
( )fl( | (2)
1 2
Fy={ 2 Th (4.29)

. + i
R

Para ensamblar de forma sistematica tanto el vector de fuerzas como la matriz de rigidez
para el caso de elementos unidimensionales hay que emplear el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.1 (Ensamblaje unidimensional).

» Entrada: Conjunto inicial de matrices de rigidez k(®); e = 1,...,n. y vectores de fuerzas
asociados f(®); e = 1,...,n, asociados a cada elemento, y matriz de conectividad Cy.
En este caso en nimero de grados de libertad por nodo ngy, es igual a 1, mientras que el
numero de nodos por elemento n,,_ es igual a 2.

» Salida: Matriz de rigidez K y vector de fuerzas F de la estructura.

Paso 1: Inicializamos el ntmero de elementos n,. de la estructura como el niimero de filas de la
matriz de conectividad, el nimero de nodos n,, del sistema se obtendra como el maximo
valor de la matriz de conectividad: n,, = maxc;; .

Paso 2: Inicializacién de la matriz de rigidez del sistema K = 0 de dimensiones (n, X ng,, ny, x
ng,) v del vector de fuerzas F = 0 de dimensiones (n, x ng,).

Paso 3: Se inicializa el contador de elementos n.; = 1 y se procede al ensamblaje.

Paso 4: Para todos los elementos de la matriz de rigidez k(™) sumar k:gld) en la posicién
(Cngpyis Cnyy,j) de la matriz de rigidez K. Andlogamente, para el caso de las fuerzas, sumar

todos los elementos fl-(nel) del vector f("<!) en la posicién Cn,,,i del vector f.
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Paso 5: Sin, es menor que el nimero de elementos n, entonces incrementar n.; en una unidad
Nel < N + 1 y continuar con el Paso 4. En caso contrario el algoritmo finaliza.

Comentario 4.4 Desde el punto de vista prdctico es importante recalcar que pese a que el
procedimiento general de ensamblaje para las fuerzas es andlogo al de la matriz de rigidez,
generalmente las fuerzas que actian en una estructura (sistema) vienen dadas en coordenadas
globales, es decir, asociadas directamente a los nodos. Con lo cual el procedimiento de ensamblaje
cambia con respecto a lo mostrado en el Algoritmo 4.1.

|

4.1.4. Aplicacién de las Condiciones de Contorno en Sistemas Unidimensio-
nales

En la seccion anterior se expuso de forma concisa un método sistematico para ensamblar la
matriz de rigidez y el vector de fuerzas global para un sistema de muelles dado. En principio,
parece claro que ya se estd en disposicién de resolver el sistema (4.11):

K] {u} = (F}. (4.30)

Nada més lejos de la realidad, la matriz de rigidez [K] efectivamente contiene la informacién
del comportamiento estructural global del sistema, pero si se trata de resolver el sistema (4.30)
se veria que es un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciones. Efectivamente la
estructura puede estar en equilibrio en distintas posiciones en el espacio sin méas que moverla
como un soélido rigido. Para resolver este problema y obtener una tnica solucién, lo que se hace
es impedir el movimiento de sélido rigido de la estructura fijando algunos de los desplazamientos
(condiciones de contorno). En contraposicion, las reacciones o fuerzas en estos puntos donde se
hayan restringido el movimiento, pasan a ser desconocidas.

Las dimensiones de la matriz de rigidez del sistema en (4.30) son (ng,,ng,), donde ng, es el
numero de grados de libertad totales del sistema, que es igual al nimero de nodos multiplicado
por el nimero de grados de libertad por nodo (ng, = ny, X ng,). Su rango, es decir, el nimero de
vectores linealmente independientes de esta matriz es siempre de ngy, — 1. Este hecho tiene dos
implicaciones:

1. El determinante de la matriz de rigidez es nulo det [K] = 0.

2. El sistema de ecuaciones (4.30) tiene infinitas soluciones, ya que el sistema puede adoptar
infinitas posiciones (movimiento de sélido rigido).

Para evitar esta situacién, basta con anadir al menos una condicién de contorno (en el caso
del sistema de muelles), con lo cual se elimina la posibilidad de que la estructura se desplace
como soélido rigido. En este caso la matriz de rigidez tendria de rango ng,, con lo cual dejarfa de
ser singular. Esto supone introducir algin desplazamiento como conocido, en contraposicién, la
fuerza asociada al nodo en el que se impone la condicion de contorno, pasard a ser una de las
incégnitas (reaccién en el apoyo).

Ante esta situacién, es necesario disponer de un método que permita la modificacién del
sistema de ecuaciones (4.30) para que se cumplan las condiciones de contorno. Existen varios
procedimientos para llevar a cabo esta tarea, en este libro se presenta sélo uno de ellos debido
principalmente a su simplicidad y sencillez.
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Previo paso a la explicacién del método seleccionado para la introducciéon de las condiciones
de contorno, es preciso definir como se imponen esas condiciones, por eso es necesario definir la
matriz de condiciones de contorno de la siguiente manera:

Cho = [ le 8 } , (4.31)
de forma que la primera columna contiene la informacién del nimero del nodo en el que se va
a imponer una condiciéon de contorno y la segunda contiene la informacién del desplazamiento
impuesto.

Supoéngase un sistema genérico de ecuaciones en forma matricial que representa el compor-
tamiento de un sistema de muelles (1D):

ki | ki |- kin u1 1
u9 Fg

R R e e (L D IR B (1.32)
knl an knn Un, Fn

A continuacién vamos a suponer que el desplazamiento asociado al nodo 2 es (ug = u9). Por
tanto se ha de modificar el sistema (4.32) de forma que al resolverse, el valor de la variable g
sea igual a la condicién de contorno impuesta. El método propuesto se compone de tres partes:

1. Dado que el desplazamiento asociado al grado de libertad impuesto afecta a los demas
elementos (y no se debe de despreciar su influencia), se modifica el vector de fuerzas
globales restando la columna asociada al grado de libertad impuesto multiplicada por el
valor del desplazamiento impuesto:

Fy=F; —kju); Vi=1,...,ng,; i # j, (4.33)
donde j es el nodo con la condicién de contorno impuesta y u? su valor.

2. Se sustituye la componente del vector de fuerzas asociada al grado de libertad coartado

por el desplazamiento impuesto u; = u?:

Fj = U?, (434)

donde j es el nodo con la condicién de contorno impuesta y ug su valor.

3. Modificacién de la matriz de rigidez [K] de forma que tanto la fila como la columna asociada
al grado de libertad coartado sean nulas, excepto el término de la diagonal principal.

1 si i=j=p
kij=¢ 0 si i=p&j#p pVi,j=1,...,ng, (4.35)
0 si iEp&j=p
donde p es el nodo con la condiciéon de contorno impuesta.

De esta forma el sistema (4.32) queda como:

{F} = [K]{u} (4.36)
con

kll 0 e kln Ul F1 — k‘lgug

0 |1 0 uy ug

K= | = = .
knl 0 knn Un, Fn—k‘ngug
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Nétese que ambos sistemas son equivalentes pero en el segundo en valor solucién de us
coincide con la condicién de contorno impuesta u3, tal y como querfamos.

Este método tiene la ventaja de que si el sistema de ecuaciones (4.36) resultante se resuelve
mediante métodos de eliminaciéon o descomposicién LU, la modificacién de la matriz durante el
proceso de eliminaciéon no provoca problemas numéricos , ya que el proceso de pivotaje asociado
a ese grado de libertad no es necesario hacerlo. El inconveniente es que eliminamos la fuerza o
reaccién incognita asociada a esa condicién de contorno, y debe de calcularse a posteriori con
un procedimiento alternativo.

4.1.5. Programa en MATLAB de Ensamblaje y Resolucion de Sistemas de
Muelles (Unidimensionales)

En este apartado se explica la generacién de un programa en MATLAB que realice las
siguientes acciones:

= Ensamblaje de forma automatica de la matriz de rigidez de cualquier sistema de muelles.
= Ensamblar las cargas en el vector de fuerzas globales.

= Introducir las condiciones de contorno del problema.

= Resolver el sistema de ecuaciones resultante.

= Realizar un post-proceso para obtener todos los resultados.

El organigrama del programa propuesto se muestra en la Figura 4.9, los elementos que
constituyen el programa son los siguientes:

Datos de entrada

k: vector que contiene las constantes eldsticas de cada elemento (muelle).
Con: matriz de conectividad.
Cio: matriz con la informacion de las condiciones de contorno.

P: vector de cargas externas.

Variables

ne: numero de elementos (muelles).

: nimero de grados de libertad por nodo, en este caso ng, = 1.

: nimero de nodos por elemento, en este caso n,, = 2.

ny,: numero de nodos totales de la estructura.

ng,: numero de grados de libertad totales de la estructura ng, = n, X ng,,.

Np,: numero de nodos donde el desplazamiento estd impuesto, es decir, nodos en los que
hay una condicién de contorno.

: numero de nodos cargados, es decir, nodos en los que se aplican fuerzas exteriores.
k(©): matriz de rigidez del elemento e-ésimo.

K: matriz de rigidez de la estructura.

Funciones. Las funciones y scripts que constituyen el programa son:
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1an,

@ ENSAMID ).

CBOUND

Solve Ku=F

§

1an,

RESULTADOS

O

B

Figura 4.9: Organigrama del programa para resolver estructuras formadas por elementos uni-
dimensionales (muelles).

OUTPUT

!
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data.m: Script para la introduccion de los datos del sistema.

rigid.m: Funcién que proporciona la matriz de rigidez k(¢ correspondiente a la ecuacién
(4.4) de un elemento.

ensamlD.m: Funcién que obtiene la matriz de rigidez global de la estructura K a través
del ensamblaje de las matrices de rigidez de todos los elementos, y que genera el
vector de fuerzas globales F a partir de los datos de cargas P.

cbound.m: Funcién que modifica tanto la matriz de rigidez de la estructura K como el
vector de fuerzas globales F para que se tengan en cuenta las condiciones de contorno,
y que el sistema tenga solucién.

resultados.m: Funcién mediante la cual, una vez obtenidos los desplazamientos solucion
u, obtiene las reacciones en los apoyos, las fuerzas que equilibran cada elemento, y
las fuerzas aplicadas en cada nodo.

A continuacidn, se procede a describir cada una de las funciones.

4.1.5.1. Fichero de datos

La funcién data.m es realmente un script en el que se introducen los datos de la matriz
de conectividad C,,, la matriz con las condiciones de contorno Cy,, €l vector que contiene
las constantes elasticas de cada elemento (muelle) k, y el vector con las cargas en los nodos.
Particularizando para el Ejemplo Ilustrativo 4.1 queda de la siguiente manera:

Comentario 4.5 Ndtese que el vector de cargas P contiene la informacion de las cargas di-
rectamente aplicadas en los nodos globales, por tanto el ensamblaje de las mismas diferird del
ensamblaje mostrado en el Algoritmo 4.1.

|
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4.1.5.2. Funcion para Obtener la Matriz de Rigidez Elemental [k(e)]

La funcién rigid.m se encarga de calcular la matriz de rigidez (nétese que es simétrica) de

cada elemento. Recibe como argumentos el nimero del elemento (e) del que se quiere calcular
la matriz de rigidez y el vector donde se almacenan las constantes eldsticas de los muelles
(elementos):

function ke = rigid(e,k)

P2
P2
P2
A
A
P2
P2
P2
A
A
A
P2
P2
A

Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un elemento
tipo muelle unidimensional, solo la parte superior, ya que
se sabe que va a ser simetrica

Salida:
ke->Matriz diagonal superior de dimensiones 2x2

Recibe como datos:
e—> numero de elemento del que se quiere calcular la matriz
de rigidez
k-> vector que contiene las constantes elasticas de cada uno
de los elementos (muelles) del sistema

ke = zeros(2);

ke(1,1) = k(e);

ke(2,2)

k(e);

ke(1,2) = -k(e);

ke(2,1)

-k(e);

4.1.5.3. Funcién para ensamblar y obtener la matriz de rigidez global de la estruc-

tura K y el vector de cargas globales F

La funcién ensam1D.m se encarga de calcular la matriz de rigidez global de la estructura y

adicionalmente ensambla las fuerzas en el vector de fuerzas globales F. Recibe como argumentos
el vector donde se almacenan las constantes eldsticas de los muelles (elementos), la matriz de
conectividad, y la matriz con las cargas externas:

function [K,F]=ensamiD(k,Con,P)

)
)
P2
P2
P2
)
)
P2
P2
P2
)
)
A
P2
P2

Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un sistema de
muelles trabajando unidimensionalmenta, solo la parte superior,
ya que se sabe que va a ser simetrica

Ademas ensambla las fuerzas en el vector de fuerzas globales

Salida:
K->Matriz simetrica
F->Vector de fuerzas

Recibe como datos:
k-> vector que contiene las constantes elasticas de cada uno
de los elementos (muelles) del sistema
Con-> matriz de conectividad que indica para cada elemento que
nodos del sistema lo componen
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% P-> matriz de con las fuerzas que actuan en cada nodo (globales)
h
if nargin "= 3,
error (’Numero de argumentos incorrecto, comprobar datos de entrada’);
end
% Numero de elementos y del numero de nodos por elemento
% a partir de las dimensiones de matriz de conectividad
[ne,nne] = size(Con);
if ne “= length(k),
error(’La matriz Con y el vector k no concuerdan, comprobar’);
end
% Numero de nodos totales de la estructura de muelles
nn = max(max(Con)) ;
% Numero de grados de libertad por nodo
ngn=length(P(1,:))-1;
% Numero de grados de libertad totales
ngt = nn*ngn;
% Inicializacion del vector de fuerzas global como
% un vector de ceros de tipo sparse
F=(zeros(ngt,1));
% Rutina de ensamblaje de las fuerzas, recorrido de todas las cargas
% con el contador i y ensamblaje en el vector de fuerzas globales
nnc=length(P(:,1));
for i=1:nnc,
F(P(i,1)*ngn)=P(i,2);
end
% Inicializacion de la matriz de rigidez global como
% una matriz de ceros de tipo sparse
K=(zeros(ngt)) ;
% Rutina de ensamblaje, recorrido de todos los elementos
% con el contador e y ensamblaje en la matriz de rigidez global
for e = 1:ne,
% Matriz de rigidez del muelle e
ke=rigid(e,k);
% Ciclo para recorrer la parte superior de la matriz ke
for i = l:nne*ngn,
% Indice de fila de K en el que se almacena el elemento
auxi = Con(e,i);
for j= i:nne*ngn,
% Indice de columna de K en el que se almacena el elemento
auxj = Con(e,j);
% Para solo construir la parte superior de ma matriz
if auxj>=auxi,
K(auxi,auxj)=K(auxi,auxj)+ke(i,j);
else
K(auxj,auxi)=K(auxj,auxi)+ke(j,i);
end % End del if
end % End del for j
end % End del for i
end % End del for e
% Matriz de rigidez global considerando la simetria
K = triu(K) + triu(k,1)’;
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4.1.5.4. Funcién para Aplicar las Condiciones de Contorno

La funciéon cbound.m se encarga de modificar la matriz de rigidez K y el vector de fuerzas
globales F' para que se cumplan las condiciones de contorno. Recibe como argumentos la matriz
de rigidez global de la estructura K, el vector de cargas globales F', y la matriz con la informacién
de las condiciones de contorno Cbo:

function [K,F] = cbound(K,F,Cbo)

h

% CBOUND modifica K y F para considerar las condiciones de contorno
)

% Salida:

%  K->Matriz de rigidez simetrica modificada

%  F->Vector de fuerzas globales modificado

h

% Recibe como datos:

%  K->Matriz de rigidez simetrica modificada

%  F->Vector de fuerzas globales

%  Cbo->Matriz con la informacion de las condiciones de contorno
h

nnc=length(Cbo(:,1));

ngn=length(Cbo(1,:))-1;

for i=1:nnc,
nn=Cbo(i,1);
F(1:nn)=F(1:nn)-K(1:nn,nn)*Cbo(i,1+ngn);
F(nn:end)=F(nn:end)-K(nn,nn:end) ’*Cbo (i, 1+ngn) ;
F(an,1)=Cbo(i,1+ngn) ;
K(nn,:)=0;
K(:,nn)=0;
K(nn,nn)=1;

end

4.1.5.5. Funcién para Obtener las Fuerzas Nodales y las Reacciones en los Apoyos

A continuacién se define una funcién mediante la cual se obtiene las fuerzas internas a
nivel elemental, y las fuerzas resultantes en cada nodo (global) incluidas las reacciones en los
apoyos, dicha funcién tiene como datos de entrada la matriz de rigidez de cada elemento y los
desplazamientos nodales obtenidos tras la solucién del sistema (4.36).

function [forcel,forcen] = resultados(u,k,Con)

b

%  RESULTADOS es la rutina encargada del calculo de los resultados
% una vez obtenidos los desplazamientos solucion del sistema

h

% Salida:

%  forcel->Matriz con las fuerzas que equilibran cada elemento

%  forcen->Fuerzas en los nodos

b

% Recibe como datos:

% u-> vector que contiene los desplazamientos nodales

% k—> vector que contiene las constantes elasticas de cada uno

% de los elementos (muelles) del sistema

%  Con-> matriz de conectividad que indica para cada elemento que
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P2 nodos del sistema lo componen
h
if nargin =3,
error (’Numero de argumentos incorrecto’);
end

% Numero de elementos y del numero de nodos por elemento
% a partir de las dimensiones de matriz de conectividad
[ne,nne] = size(Con);

% Numero de nodos totales de la estructura de muelles

nn = max(max(Con)) ;

% Numero de grados de libertad por nodo

ngn=1;

% Numero de grados de libertad totales

ngt = nn*ngn;

% Inicializacion de las matrices y vectores necesarios

% Desplazamientos de los nodos de un elemento

ue=zeros (nne*ngn,1) ;

% Fuerzas a las que esta sometido cada una de los muelles
forcel=zeros(ne,nne*ngn) ;

% Fuerzas en los nodos incluidas las reacciones en los apoyos
forcen=zeros(nn,ngn) ;

for e=1:ne,
% Matriz de rigidez del muelle e
ke=rigid(e,k);
% Obtencion de los desplazamientos locales de cada muelle
for j=1:nne,
ue(j)=u(Con(e,j));
end
forcel(e, :)=(ke*ue)’;
for j=1:nne,
forcen(Con(e,j))=forcen(Con(e, j))+forcel(e,j);
end
end

4.1.5.6. Script de Ejecucién

Para permitir la ejecucién y el calculo de la matriz de rigidez de un caso concreto se emplea
un script ejecucion.m que gestiona la ejecucién. Considerando los datos del Ejemplo Ilustrativo
4.1 y teniendo en cuenta el organigrama de la Figura 4.9 se procederia de la siguiente manera:

1. Se borran de la memoria las variables existentes y se cargan los datos llamando al fichero

data.m:

clear; clc;
% Cargo los datos del problema en memoria
data;

2. Ensamblaje de la matriz de rigidez y obtencién del vector de fuerzas globales:

% Llamada a la rutina de ensamblaje y obtencién de la matriz de
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El resultado mostrado en pantalla es:

Tal y como se explico en la Seccién 4.1.4 el determinante de la matriz de rigidez es nulo,
y su rango es ng, — 1 = 3:

3. El siguiente paso para evitar la singularidad de la matriz de rigidez es introducir las condi-
ciones de contorno. Inicialmente sélo seria necesario introducir una condicién de contorno
para que el sistema tuviera solucién unica, en el caso propuesto tenemos dos condiciones
de contorno:
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El resultado mostrado en pantalla es:

4. Una vez introducidas las condiciones de contorno se estd en disposiciéon de resolver el
sistema de ecuaciones por cualquiera de los métodos estudiados en la Seccién 2.2. En este
caso el algoritmo empleado es la descomposicién LU:

El resultado mostrado en pantalla es:
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SO w N O

resultado que coincide con el resultado (4.18) del Ejemplo Ilustrativo 4.1.

5. Por 1ltimo, una vez obtenidos los desplazamientos solucién se procede al calculo de esfuer-
Z0S:

% Obtencion de las reacciones en los apoyos

[forcel,forcen] = resultados(u,k,Con);

disp(’Las fuerzas que actuan en cada muelle son:’)

forcel

disp(’Las fuerzas que actuan en cada nodo incluidas reacciones...
en los apoyos son:’)

forcen

El resultado mostrado en pantalla es:

Las fuerzas que actuan en cada muelle son:

forcel =
-200 200
-200 200
300 -300

Las fuerzas que actuan en cada nodo incluidas reacciones en los
apoyos son:

forcen =

-200
0
500
-300

resultado que coincide con el resultado del Ejemplo Ilustrativo 4.1. Nétese que en las
fuerzas que actiian sobre cada elemento las componentes son iguales y de signo contrario
para asegurar el equilibrio. Respecto a las fuerzas en los nodos correspondientes a los
desplazamientos impuestos éstas son las fuerzas ejercidas por el contorno para evitar el
desplazamiento de la estructura como sélido rigido, es decir, las reacciones en los apoyos.

Ejemplo computacional 4.1 (Ensamblaje de un sistema de 4 muelles). Considerando
el sistema de muelles del Ejemplo Ilustrativo 4.2 mostrado en la Figura 4.6, se pide:

1. Generar el fichero de datos correspondiente.
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Figura 4.10: Elemento tipo barra y sus componentes.

2. Obtener los desplazamientos de los nodos y las reacciones en los apoyos mediante el pro-
grama, y comprobar que la matriz de rigidez obtenida sin considerar las condiciones de
contorno coincide con la del Ejemplo Ilustrativo 4.2 en (4.24).

4.2. Analisis de Estructuras de Barras

El siguiente caso que vamos a estudiar es el de estructuras de barras articuladas mediante
rétulas sin friccidn, es decir estructuras articuladas. Esto implica que las barras sélo trabajan o
bien a traccién o a compresion. Ademads, en el estudio que se realiza a continuacién, se asumen
las siguientes hipotesis:

= Régimen de pequenas deformaciones. El estudio sélo serd valido suponiendo que la estruc-
tura sufre deformaciones pequenas con las cargas a las que estd sometida.

= El material de que estdn compuestas las barras es un material elastico lineal y homogéneo.

= Las cargas son estaticas, o cuasi-estaticas cuando se aplican las cargas en la estructura
muy despacio.

4.2.1. Barra Sometida a Esfuerzo Axil

Considérese un elemento tipo barra como el mostrado en la Figura 4.10 donde L es la longitud
de la barra, A es el area de su seccién transversal, y o, es la tension concordante con el eje de
la barra que actia en la seccién transversal de la misma.

La fuerza interna total fl-(e) que actuia en la direccién de la barra en el nodo ¢ se puede obtener
integrando la tensién o, = o a lo largo de toda la seccién transversal A como:

19 = / o dA. (4.37)

A

Nétese que se define u = u(x) como el desplazamiento en la direccién de la barra que sufre
cada punto de la misma debido a la fuerza aplicada.
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4.2.2. Matriz de Rigidez del Elemento de Barra

Andlogamente al caso de un sistemas de muelles, para el estudio de las estructuras com-
puestas por barras es necesario obtener la matriz de rigidez, que en este caso representa el com-
portamiento elasto-deformacional de cada una de las barras. Para ello se realizan los siguientes
pasos:

= Seleccion del sistema de referencia. Inicialmente, dado que las barras sélo trabajan
en el sentido longitudinal de la misma, se selecciona como sistema de referencia el eje
longitudinal, tal y como se muestra en la Figura 4.11.

\ >
‘ >
X; X X

Figura 4.11: Sistema de coordenadas para un elemento tipo barra que trabaja de forma longi-
tudinal.

= Adopcién de una funciéon aproximante para los desplazamientos sufridos por
la barra u(z). En este caso vamos a suponer que los desplazamientos a lo largo de toda la
longitud de la barra varian linealmente, asi utilizando el polinomio de Lagrange de grado
1, introducido en la Seccién 2.3.2, se puede expresar el desplazamiento u(x) como:

(©) _ y(©

U
u(@) = u + ———a,
0 mejor aun:
x e T (e
o) = (1= )l o
ul
= [N Ny , (4.38)

NO!

donde Ny = (1 — %) y N2 = 7 son las funciones de forma del polinomio de Lagrange
que permiten representar el desplazamiento como una funcién lineal en funcién de los

() ‘ J

Figura 4.12: Polinomio de Lagrange de grado 1 para representar el desplazamiento u(z) como
una funcién lineal.
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desplazamientos en los nodos (véase la Figura 4.12). Nétese que Nj y Nj se corresponden
con las funciones lgo) y léo) en (2.80).

s Establecimiento de una relacién deformacion-desplazamiento nodal. Teniendo
en cuenta la hipotesis de que las barras estdn constitutidas por un material elastico lineal
y homogéneo la relacién entre deformacion y el desplazamiento (en una dimensién) viene
dada por la siguiente expresion:

_du

5:6‘1—%.

(4.39)

Sustituyendo el valor de la funcién desplazamiento u(x) adoptada en (4.38) en la expresién
anterior (4.39) resulta:

ye
=T -y 1[ @], (4.40)

que derivando queda como:

W

OHE (4.41)
u
donde la matriz [B] contiene las derivadas de las funciones de forma.

» Relacién tensién-deformacién (Ley de Hooke en una dimensién). La tensién
estd relacionada con la deformacién (en el caso eldstico lineal) a través de la ley de Hooke
de la siguiente manera:

o = Ek, (4.42)

donde E es el mddulo de elasticidad longitudinal o mddulo de Young, expresiéon que al
considerar (4.41) queda como:

c=E][ By; By |

(e)
u:

i ] . (4.43)
uj

= Relacién desplazamiento-fuerza nodales. Otro de los pasos imprescindibles es encon-
trar una relacién entre los desplazamientos sufridos en la barra y las fuerzas aplicadas en
los extremos de la misma. Para ello se aplica el Principio de los Trabajos Virtuales, que
establece que tras aplicar un desplazamiento virtual, el trabajo desarrollado por las fuerzas
externas iguala el trabajo de las fuerzas internas:

Weat = Wi (4.44)
a0} {0} = / & {o}dv (4.45)
|4

donde:

Weztt Es el trabajo de las fuerzas externas al sistema.
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Wine: Es el trabajo de las fuerzas internas.

{f (e)}: Es el vector de fuerzas externas al sistema.
{ﬁ(e)}: Son los desplazamientos virtuales.

{o}: Son las tensiones.

{€}: Es la deformacién virtual.

El trabajo interno puede obtenerse integrando en todo el volumen del elemento (V') me-
diante la siguiente expresion:

Wie = [ {e} {o}dV
[

—\e —\e B
:/[ug); u§)}|:B;:|E[Bl; BQ]
|4

donde ({e}) y ({o}) vienen dados por las expresiones (4.41) y (4.43), respectivamente.
Como los valores de desplazamientos nodales son constantes, éstos pueden salir del inte-
grando, con lo que resulta:
0]
o |-
Uj

B,EB, B{EB
VVint:[ﬂge)' u(.e)}/[ =2 2l 2]dV
Sustituyendo los valores de B; y de Bs por los mostrados en la expresién (4.41) resulta:

’ J ByEB; ByEB,

£

Wint = [ ﬁge); ag.e) }/[ %
2

ul®
§e

v,

|4

REx

Jav

ye
e |- (4.46)
us
J

Nétese que dado que se trata de un elemento longitudinal, la integral de volumen puede

transformarse en una integral de linea, segin el eje longitudinal de la barra, y en una
integral de area, con lo que queda como:

x=L B
W= a0 w0 ] [ [[
L

z=0 A

RN

} dAdzx

(e)
u:

b ] . (4.47)
uj

Si se supone que el drea de la barra es constante (A) a lo largo de toda su longitud la
expresién anterior se simplifica resultando:

O @] [ 48 = u”
Wint = |: ’ljll- > ﬁj :| / |: f[fAE & :| dx %e) y (448)
1.2 72 ’U,]
=0
que al integrar queda como:
EA —EA (e)
e _(e 5 I U;
Wing = [ a?; } [ kA Fa ] [ (o) ] (4.49)
L L U

Esto en lo que se refiere al trabajo de las fuerzas internas, si ahora se considera el trabajo
de las fuerzas externas el trabajo exterior viene dado por la expresion:

o (5} (1)Lt ][ 50
J
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aproximacion
=7 =
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N ~o -
\\ <.
\\ St
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/// - -
~ -17
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Figura 4.13: Aproximacién de una barra de seccién variable mediante barras de seccidén constante
de menor longitud.

y considerando la relacién (4.44) llegamos a la expresién que relaciona el trabajo virtual
para el caso de barra longitudinal con area transversal constante:

_(e _(e fl'(e) _(e _(e EA =EA uz(e)
Ll | [ o | =1a% @ | ) | (4.50)
j L L Y
en la que eliminando los desplazamientos virtuales de ambos lados de la desigualdad:
£ EA  —EA 1[40
[ © | = | zka £a (€) (4.51)
fj L L U,

{f<€)} - [k@] {5(e>}, (4.52)

de donde se deduce que la matriz de rigidez del elemento tipo barra cuando éste esta tnica-
mente sometido a esfuerzo axil es igual a:

[k(e)] _ ETA [ _11 _11 } . (4.53)

Comentario 4.6 La expresion de la matriz de rigidez (4.53) es vdlida para barras con seccion
constante. En el caso que la seccion a lo largo de la barra varie se ha de obtener una matriz
de rigidez equivalente. Otra posibilidad, una aprorimacion, es discretizar la barra en wvarios
elementos y para cada barra considerar la seccion constante, como ejemplo véase la Figura 4.13,

en este caso la matriz de rigidez de cada barra viene dada por la expresion (4.53).
|

Ejemplo ilustrativo 4.3 (Sistema de barras con dreas transversales distintas). Dado
el sistema de barras mostrado en la Figura 4.14, sometido a una fuerza P, obtener la tensién en
las barras y las reacciones en los apoyos.

Solucion:

1. En primer lugar se obtiene la matriz de rigidez de cada una de las barras partiendo de la
expresién (4.53):

Elemento 1 Elemento 2

COEE S IR B RS 3 (454
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@ P @ X
— ————
1 2A4,E 2 AE 3
L L
T
Figura 4.14: Sistemas de barras del Ejemplo Ilustrativo 4.3.
y a continuacién, utilizando el procedimiento de ensamblaje de elementos unidimensionales
mostrado en la Seccién 4.1.3, se ensamblan los elementos de las matrices de rigidez de cada
uno de los elementos en la matriz de rigidez de la estructura:
2 -2 0
EA
0 -1 1
Por tanto se llega a un sistema de ecuaciones andlogo al (4.11):
F1 EA 2 -2 0 (5%
{F} = [K]{u}; | = I -2 3 -1 us | . (4.56)
F3 0 -1 1 us
Sustituyendo los valores de las cargas y de las condiciones de contorno u; = ug = 0 se
llega al siguiente sistema de ecuaciones:
I 2 -2 0 0
EA
F3 0o -1 1 0
en el que nuevamente la matriz de rigidez es singular y no se puede resolver. Nétese que
las incognitas Fi, F3 y ug estan a distintos lados de la desigualdad.
Para resolverlo de forma manual se extrae la segunda ecuacién:
EA
[P] = —~ 8] [ua]. (4.58)
de donde se puede despejar el desplazamiento en el nodo 2:
PL
= —. 4.59
"= 3EA (4.59)
2. Para el célculo de las tensiones empleamos la ecuacién (4.43), con lo que la tensién en el

primer elemento queda como:

o = EeW =E[ By; 32][51}:]5[_;. l][m]
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mientras que la tensién en el elemento 2 es:

) - Es(z):E[—%; %][UQ]

u3

_PL_ _P
— E[—l- %][B%A]:?,—A’

es decir que los dos elementos estan sometidos a la misma tension, de traccién para el
primero (positiva) y de compresién para el segundo (negativa).

3. El célculo de las reacciones puede hacerse de dos maneras, o bien partiendo del sistema
global (4.56) sustituyendo los desplazamientos por el valor ya obtenido, o bien obteniendo
de las fuerzas nodales de los elementos. En este caso se obtendran con el segundo proced-
imiento que es el que se utiliza en programacion. Las fuerzas nodales (a nivel de elemento)

del primer elemento son:
fl(l) C2BA[ 1 -1 ur | fl(l) _2EA 1 -1 0 4
R T S W % R IO B IS B P | (460)

que al simplificar quedan como:
1) —2P
W | = [ sb } :
2 3
Las fuerzas nodales (a nivel de elemento) en el segundo elemento son:
2 2
]2 ) (5] (8]
5 L | -1 1 us fé L | -1 1
que simplificando quedan como:
[ (2) ] p
1 —| 3
@ |~ [ —P ] :
2 3

Ensamblando las fuerzas nodales de los elementos con el procedimiento mostrado en la
Seccién 4.1.3 se llega a:

1 2P
o= 1():__3
2P P
Fo= 4+ ="15=P
3 3
9 P

Notese que la fuerza P se distribuye en los apoyos de forma proporcional a las areas de
los elementos.

Ejemplo ilustrativo 4.4 (Matriz de rigidez de barras tubulares de seccién variable).
Considérese la barra tubular con seccién variable mostrada en la Figura 4.15. Como se puede
apreciarse el didmetro medio de la seccién transversal varia a lo largo de la longitud de la barra
a través de la siguiente expresion:
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/\

4 ()I r (x ) I}"O

u

L

Figura 4.15: Barra tubular del Ejemplo Ilustrativo 4.4.

4(rp — 10) ( x
r(x)=r —x (1 - —) 4.61
( ) o+ 3 L)’ ( )
donde rg y 7y, son los didmetros medios al comienzo y a la mitad de la longitud de la barra,
respectivamente. Nétese que la barra es simétrica respecto al plano perpendicular que pasa por

el punto medio. Supuesto los médulos de elasticidad F y el espesor ¢ de la barra constantes, se
pide:

1. Obtener la matriz de rigidez del elemento barra unidimensional.

2. Generar una rutina llamada rigid1D.m que calcule numéricamente la matriz de rigidez.
Comprobar el resultado con el exactosi L=1, E=1,t=1,rg=1y ry, =5/4.

3. Si ademaés del didmetro medio se produce una variacién del espesor segin la siguiente ley:

t(:c):to+Mx<l x),

. -7 (4.62)

donde ty y t,, son los espesores medios al comienzo y a la mitad de la longitud de la
barra, respectivamente. Obtener la matriz de rigidez numéricamente si ademas de los datos

anteriores se considera tog = 1/10 y t,, = 1/20. ;Cuantos puntos de Gauss son necesarios
para integrar de forma exacta la matriz de rigidez?

Solucion:

1. Para el calculo de la matriz de rigidez se parte de la expresién (4.46) de la que se deduce que
la matriz de rigidez de un elemento tipo barra, cuyo médulo de elasticidad E es constante,
viene dada por la expresién:

E -E
[k(ﬂ:/ L2 v

vl 2 12
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en la que se puede extraer fuera del integrando la matriz:

E -E F ZE
k9| =| I I / =\ 1y I |v
= o=V = I

donde V es el volumen total de la barra.

Asi pues, el problema del cdlculo de la matriz de rigidez se reduce a un problema de célculo
de volimenes, en la que considerando el tipo de secciéon tenemos:

z=L =L

4(rm — 2mtL 2rm,

V:/ 27rr(x)tdm:27rt/ {ro+ux (1_£>] dr = °F (ro + 2r )7
x=0 =0 L L 3

con lo que la matriz de rigidez del elemento queda como:

|:k(e):| _ 27TtE(T0 +2’I"m) |: 1 —1 :| '
3L -1 1

2. Sustituyendo en la expresién anterior los valores de L = 1, E =1, ¢t = 1/7, 79 = 1y
Tm = 5/4 se obtiene:

o]
donde /3 &~ 1,0472.
Para el cédlculo numérico se empleard la integraciéon por Gauss-Legendre, para ello se
emplearan las rutinas GaussLeg.m y gauleg.m que se vieron en la Seccién 2.3.12, pagina
75. La rutina rigid1D.m recibird como argumentos E, L, g, 7m,t v n, donde n es el niimero
de puntos de Gauss que se emplearan para integrar. La funcién queda de la siguiente
manera:

wlxwly
lx el

function [kel=rigidiD(E,L,r0,rm,t0,tm,n)

YA

% Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un elemento tipo barra
% unidimensional, tubular y con seccion variable

% Salida:
% ke->Matriz de rigidez del elemento tipo barra 1D

% Recibe como datos:

% E-> modulo de elasticidad del elemento

% L-> longitud de la barra

% r0-> radio al inicio y al final de la barra
% rm-> radio en el punto medio de la barra

%  t—> espesor de la barra

% n-> numero de puntos de Gauss para integrar

if nargin < 3, error (’Numero de argumentos incorrecto’); end
if nargin < 4, rm=r0; end

if nargin < 5, t0=r0/10; end

if nargin < 6, tm=t0; end

if nargin < 7, n=3; end
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% Definicion del producto radio x espesor en funcion de
% la posicion longitudinal x de la barra

% suponiendo variacion cuadratica de ambos parametros
% Notese que si rO=rm entonces el radio es constante,

% y si tO=tm entonces el espesor es constante

rt = @ (x) (r0 + 4*(rm - r0)*x*(1 - x/L)/L)*(t0 + 4x(tm - t0)*x*x(1 - x/L)/L);
% Calculo del volumen llamando a la rutina de integracion GaussLeg

V = 2%pi*Gaussleg(rt,0,L,n);

% Matriz de rigidez del elemento barra en locales

ke = ExV*[1 -1; -1 1]/L"2;
Si en la ventana de comandos se llama a la rutina con los parametros correspondientes se
obtiene el siguiente resultado:
>> ke=rigidiD(1,1,1,5/4,1/7)
ke =
1.0472 -1.0472

-1.0472 1.0472

que coincide con el resultado exacto. Recuérdese que tres puntos de Gauss (n = 3)
integran de forma exacta polinomios de grado 2n — 1 = 5. En este caso, se hubiera
obtenido el mismo resultado empleando la siguiente llamada en la linea de comandos
ke=rigidi1D(1,1,1,5/4,1/7,1/7,2).

. En caso de que la variacién del espesor también sea cuadrética el volumen y la matriz de

rigidez quedan como:

=L
vV = / 27r(z)t(z)dx

=0
x=L
4(Tm - TO) £ 4(tm - tO) L
=27t _ (1——) tg + —= <1——) d
T /x:o |:T0 + T z I o+ T x T xz

2L

= 1—5 [To(?)to + Ztm) + T‘m(2t0 + 8tm)]
con lo que la matriz de rigidez del elemento queda como:

21E

_k(e)_

1 -1
=57 [70(3to 4 2tm) + rm(2to + St [ B ] ,

1 1

y al sustituir por los valores numéricos:

o] B 2nm
e _ 1 1
k)= 3 T |.
- - 150 150

donde ?Tg ~ 0,4817.

Si en la ventana de comandos se llama a la rutina con los parametros correspondientes se
obtiene el siguiente resultado:
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Y A
X
/ L= G, )G )
g L J Yj*Yi
L
i L
X X X

Figura 4.16: Elemento barra situado en el espacio bidimensional.

>> ke=rigidiD(1,1,1,5/4,1/10,1/20)
ke =

0.4817 -0.4817
-0.4817 0.4817

que coincide con el resultado exacto. Son necesarios por lo menos tres puntos de Gauss
para integrar de forma exacta la matriz de rigidez.

Comentario 4.7 FEs importante recalcar que si se desea implementar esta matriz de rigidez en
un programa de elementos finitos es conveniente no emplear la rutina GaussLeg.m, ya que
esta rutina hace una llamada o la rutina gauleg.m que calcula los puntos y pesos necesarios
para emplear la formula de cuadratura de Gauss. Obviamente, una vez seleccionado el niumero
de puntos a emplear es mas eficiente obtener los puntos y los pesos una unica vez y utilizarlos
para integrar y obtener la matriz de rigidez de cada uno de los elementos. [ |

4.2.3. Elemento Barra en el Espacio Bidimensional (2D)

En la seccién anterior se han estudiado los elementos tipo barra considerandolos como ele-
mentos unidimensionales en los que tanto cargas como desplazamientos eran colineales con el
eje longitudinal de las barras. Pero en ingenieria las estructuras de barras son elementos muy
empleados para formar entramados y celosias tanto bidimensionales como tridimensionales. Este
tipo de estructuras tienen la particularidad de que cada una de las barras trabaja sélo en la
direccién del eje de la misma. Por tanto, localmente (a nivel de barra) las ecuaciones que se
obtuvieron en la seccién anterior son igualmente validas, pero se ha pasado de un tnico grado
de libertad por nodo (una tnica incognita-desplazamiento) a dos y tres para sistemas bidimen-
sionales y tridimensionales, respectivamente.

Considérese en primera instancia que el elemento barra (elemento unidimensional) estd situ-
ado en el espacio bidimensional, tal y como se indica en la Figura 4.16.

Para poder estudiar el comportamiento de la barra es necesario relacionar los desplazamien-
() ()
(2 ? "

tos locales asociados al eje de la barra u con los desplazamientos asociados al espacio


Chaves


Chaves
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Tabla 4.2: Relacién entre el sistema de coordenadas global (X,Y) y el sistema de coordenadas
local a nivel de barra (z,y).

Local Global
T,y XY
nodo i - uge)/, vi(e)/ nodo i - uie),vlge)
1 grado de libertad por nodo | 2 grados de libertad por nodo

bidimensional (globales) uge),vge). Para poder hacer compatibilidad en desplazamientos, éstos

deben de estar referidos a un tunico sistema de coordenadas, que sera el global X — Y. En la
Tabla 4.2 se muestra la correspondencia entre ambos sistemas de referencia.

Comentario 4.8 FEs importante recalcar que debido a la hipdtesis de régimen de pequenas de-
formaciones, los desplazamientos laterales no contribuyen al alargamiento o acortamiento de las
barras. Matemdticamente esto implica que se puede sustituir el arco por la tangente. [ |

La relacién entre los desplazamientos en coordenadas locales y globales viene dada por la
expresiéon matricial:

o = [ = [ =[] (463)

3 3 K3 v

donde la matriz de transformacion [.Age)} puede ser escrita en funcién del dngulo (0) que forma

el eje longitudinal de la barra con el eje X global (véase la Figura 4.16) como:

{Age)}:[_l m}:[ cosd sen@]. (4.64)

m —senf cos0

Notese que esta transformacion es ortogonal, es decir, [A(e)} - [A(e)]T. Esto implica que
la distancia euclidea (longitudes de barras, desplazamientos, etc.) permanece invariante con la
transformacién.

Andlogamente, la relacién entre las fuerzas en coordenadas locales y globales viene dada por
la expresién matricial:

(£} = A7 {£9}. (4.65)

Teniendo en cuenta que cada barra estd compuesta por dos nodos (n,, = 2) las relaciones
entre fuerzas y desplazamientos globales y locales para los desplazamientos de cada elemento
(barra) son, respectivamente:

ug y I m 0 0 UE;
@V = [g@) gV, v, (| —m 0 0 K 4.66
{u} = A9 {u} u® 0 0 1 om || u® (4.66)
le) 0 0 —-m I (e)
v; vy
y
’ (e)
) I m 0 0 X
/ 0 —m L 0 0 .
£ L — [ 4@] @1 ol = i l. (4.67)
{frp= [} 0 0 1 om ||
0 0 0 —-m 1 (e)



4.2 Andlisis de Estructuras de Barras 151

4.2.4. Matriz de Rigidez en el Espacio 2D

Para obtener la expresiéon de la matriz de rigidez de la barra en el espacio bidimensional se
parte de la relacién fuerza-desplazamiento en coordenadas locales! dada en (4.53):

{f(ey} _ [k(ey} {5(e>’} (4.68)

que expresada de forma explicita queda como:

7l 1 0 -1 0 U(())
0 EA| 0 0 0 O v,
0 0 0 0 0 MOk

Si se sustituyen tanto las fuerzas como los desplazamientos ({f (e)/} , {u(e)/ }) locales, por las

fuerzas y desplazamientos globales ({f (e)} , {u(e)}) mediante la transformacién de coordenadas
definida por la matriz A©) (4.65) resulta:

) ) ] ) o} i

Multiplicando por la izquierda ambos miembros de la expresién por la matriz [A(e)rl y

teniendo en cuenta la ortogonalidad de la misma, [A(e)]il = [.A(e)]T, se llega a la siguiente
expresion:

{10} = [4]” ] [4@)] fu0}. )
es decir:

{f<e>} — [k(e>] {u<e>}, (4.72)

donde la matriz rigidez en el sistema global [k(e)} viene dada por la expresién:

{k(a] _ { A<e>]T [kw} [ A<e>] 7 (4.73)

mientras que su forma inversa es:
[k@/} - [A@] [k@] [A@}T. (4.74)

Sustituyendo las matrices por sus expresiones explicitas se obtienen la expresion explicita de
la matriz de rigidez en coordenadas globales:

_ T

I m O 0 1 0 -1 0 [ m O 0
EA| —m I 0 0 0O 0 0 O -m 1 0 0
(e)]:_
[k L 0 0 I m -1 0 1 O 0 0 [ m (4.75)
| 0 0 —-m 1 0O 0 0 O 0 0 —-m 1
y simplificando queda como:
R Im =12 —lm
EA| Im m2?2 —lm —-m?
(e)]:_
[k L 2 —lm 12 Ilm ) (4.76)
| —Ilm -m? Im m?

44/77

1 s s . . .
Noétese que el simbolo prima indica coordenadas locales
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2

L2

Figura 4.17: Sistema de barras bidimensional del Ejemplo Ilustrativo 4.5.

4.2.5. Tension en el Elemento Barra Bidimensional

El calculo de la tensién, en el sistema local, para cada uno de los elementos se obtiene
mediante la expresién (4.42) de la siguiente manera:

o© = Ee (4.77)
[ (e)
(& uZ
ol = E[l-1 1] (e)’]
L Y5
ul®
I m 0 O e
= E[_l ;] i
LLdlo o & m]|d9 |
ol

<

)
[ =l —m I m ]| {o |- (4.78)
)

Ejemplo ilustrativo 4.5 (Sistema de barras en el plano). Supéngase la celosia mostrada
en la Figura 4.17 que estd constituida por dos barras cuyos médulos de elasticidad, areas y
longitudes valen F, A, y L, respectivamente, de tal forma que FA/L = 1. Supuestas dos cargas
P =1y P, =1 actuando en el nodo 2, se pide:

1. Obtener los desplazamientos del nodo 2.

2. Calcular la tensién a la que estan sometidas las barras.
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Nodo
1

X Y
0 0
) Lv2  LV2
2 2
3 0 LvV2

Tabla 4.3: Coordenadas de los nodos del sistema de barras del Ejemplo Tustrativo 4.5.

STy

Figura 4.18: Desplazamientos y fuerzas nodales en coordenadas globales.

Solucion:

Antes de proceder al célculo necesitamos conocer las coordenadas globales (en el espacio
2D) de los nodos. Teniendo en cuenta que la longitud de las barras es L, los valores de las
coordenadas se muestran en la Tabla 4.3. Las condiciones de contorno y las fuerzas en los nodos
se muestran en la Figura 4.18.

A continuacién se procede al calculo de las matrices de rigidez de cada una de las barras,
para lo cual se necesita de la matriz de transformacién de cada una de las barras [.A(e)]:

= Elemento 1: Para el elemento 1, con 8 = 45° los elementos de la matriz [.A(l)] son

l=m= Q Utilizando la matriz de rigidez obtenida en (4.76) resulta:

1 1 -1 -1
FEA 1 1 -1 -1
O] = 2=
[k ] 2L | -1 -1 1 1 ' (4.79)

-1 -1 1 1

= Elemento 2: Andlogamente, para el elemento 2, con 6 = 135°, los elementos de la matriz

[A(Q)] son | = —g, m = g, con lo que empleando la matriz de rigidez obtenida en (4.76)
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resulta:

]

_EA

2L

1
-1
-1

1

-1
1
1

-1

-1
1
1

-1

1
-1
-1

1

(4.80)

El siguiente paso es el ensamblaje de las matrices de rigidez local en coordenadas globales
para formar la matriz de rigidez global. Este procedimiento es andlogo al ensamblaje de elementos
unidimensionales tratado en la Seccién 4.1.2.1, obteniendo:

FEA
2L

1
1
-1
-1
0

0

1
1
-1
-1
0
0

-1
-1
2
0
-1
1

-1
-1
0
2
1
-1

0
0

1
1
-1

0
0
1
-1
-1
1

(4.81)

Asi pues el sistema de ecuaciones {F} = [K] {u} resultante es:

donde la matriz [K] es singular, es decir, det ([K]) = 0.

1 1]l-1 -1]0 o0 uy
1 1]-1 —-1]0 o0 v
FA | -1 —-11| 2 0 |-1 1 U
oL | -1 =110 2|1 -1 vy
0 0]-1 1|1 -1 U3
0 0|1 —-1|-1 1 v3

: (4.82)

Si se tienen en cuenta tanto las cargas externas, como los desplazamientos impuestos (condi-

ciones de contorno), es decir:

up = vy = uz =v3 = 0;

entonces el sistema de ecuaciones se reduce a:

]

_ B4
- 2L

K

0
2

%]

Fx, =P yFy, =P,

(4.83)

La solucién del sistema anterior nos permite calcular los desplazamientos del nodo 2:

)

L
 EA

Py
Py

|-

1
1

|

(4.84)

Una vez obtenidos los desplazamientos de los nodos se puede proceder al calculo de las
tensiones en los nodos sin mas que emplear la ecuacién (4.78) de la siguiente manera:

» Barral
0
EV2 L 0
W = ZX27 1 -1 1 1] 4.
g 73 | | 54 P, (4.85)
P
p)
= £(Pl-f—Pg). (4.86)

2A
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= Barra 2
P
EV2 L | P
2 — Z¥=z _1 — - 2
o L2[1 1 11]EA 0 (4.87)
0
V2

4.2.6. Procedimiento Sistematico de Ensamblaje de Elementos Bidimensio-
nales

A continuacion se va automatizar el ensamblaje para elementos bidimensionales y en concreto
al caso de estructuras articuladas, que poseen dos grados de libertad por nodo.

Para este tipo de elemento la matriz de rigidez, el vector desplazamientos y el vector de
fuerzas nodales, con respecto al sistema global, tienen los siguientes formatos:

NIEE It i
ke ke _ke _ke ve fe

k| = 216 22@ C?l 622 ’ u@l — 1@ Y fel — yé ,
M S M e
—kyy ks kay k3o Vg Jyo

(4.89)

donde tanto la matriz de rigidez como los vectores de fuerzas y desplazamientos se han separado
por bloques. Cada uno de estos bloques (matrices) esté asociado a uno de los nodos del elemento.
Por eso en este caso tenemos dos bloques (n,, = 2). A su vez cada uno de esos bloques tiene de
dimensiones ng, x ng,, donde ngy, es el nimero de grados de libertad por nodo (2 en este caso).

Supoéngase que se tiene un sistema con dos elementos tal y como se muestra en la Figura
4.17. Las matrices de rigidez de cada uno de los elementos son las siguientes:

1 2 \
1 1 1 1
R A
K] = | iy o o
O
_k21 _k22 k21 k22
2 3 |
2 2 2 2
by R R R
K] = | Loy o
BRI
_k21 _k22 k21 k22

donde cada bloque de 2 x 2 se corresponde con cada nodo de la barra, y cada elemento de cada
bloque se corresponde con cada grado de libertad (X,Y") de cada nodo.
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Sin embargo, si consideramos la estructura completa, hemos de numerar los nodos de forma
global y tener en cuenta que hay nodos comunes para varios elementos, por eso es necesario
definir la matriz de conectividad de la siguiente manera:

Con = [ ; ?) } , (4.92)

de forma que el primer elemento-barra (primera fila de la matriz de conectividad) esté constituido
por los nodos 1 y 2 en numeracién global, y el segundo elemento-barra (segunda fila de la matriz
de conectividad) estd constituido por los nodos 2 y 3. Esto implica que los bloques 1 y 2 estan
ligados a los nodos globales tal y como se muestra en las ecuaciones (4.90) y (4.91).

Dado que en la estructura, los elementos individuales estan interconectados e interactian
entre si, es preciso tenerlo en cuenta a la hora de ensamblar para obtener la matriz de rigidez
[K], para ello basta con sumar la contribucién de cada elemento en los nodos y en los grados
de libertad en comun utilizando la informaciéon de la matriz de conectividad. De esta forma se
obtendria la siguiente matriz de rigidez del sistema:

GL
1 2 | 3 \
MPOME |y R o o ]
U i U - IR
o[ | [] e
—ho  —koy | ko H Ry Ry Ry | —kyy  —ky
0 0 [ kY kR R
N A B U

Notese que la matriz es simétrica y que la suma o ensamblaje se efectiia por bloques.
Andlogamente para el caso del vector de fuerzas obtenemos:

{F}=q "0, . (- (4.94)

Para ensamblar de forma sistematica tanto el vector de fuerzas como la matriz de rigidez
para el caso de elementos bidimensionales hay que emplear el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.2 (Ensamblaje bidimensional).

» Entrada: Conjunto inicial de matrices de rigidez k(®); e = 1,...,n. y vectores de fuerzas
asociados f(®); e = 1,...,n, asociados a cada elemento, y matriz de conectividad Cy.
En este caso en nimero de grados de libertad por nodo ng, es igual a 2, mientras que el
nimero de nodos por elemento n,,, es igual a 2.

» Salida: Matriz de rigidez K y vector de fuerzas F de la estructura.

Paso 1: Inicializamos el ntmero de elementos n,. de la estructura como el nimero de filas de la
matriz de conectividad, el nimero de nodos n,, del sistema se obtendra como el maximo
valor de la matriz de conectividad: n,, = maxc;; .
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Paso 2: Inicializacién de la matriz de rigidez del sistema K = 0 de dimensiones (n,, x ng, , 1y, X
ng,) v del vector de fuerzas F = 0 de dimensiones (n, X ng, ).

Paso 3: Se inicializa el contador de elementos n.,; = 1 y se procede al ensamblaje.

e

Paso 4: Recorrer todos los bloques de la matriz de rigidez kgld ); Vi=1l,...,n5;7=1...,n,
de dimensiones ny, X ng4,, y sumarlos en el bloque

((Cnelai - 1)n9n + L: cnelaingn’ (Cnelaj - 1)n9n + L: Cnel:jngn)

de la matriz de rigidez global K. Anédlogamente, para el caso de las fuerzas, sumar todos

‘(nel)

los vectores columna f de dimensiones ng, en el bloque-columna

((Cnelvi - 1)ngn + 1: C’I’Lel,ingn)
del vector F.

Paso 5: Sin, es menor que el nimero de elementos n,. entonces incrementar n.; en una unidad
Nel +— N + 1 y continuar con el Paso 4. En caso contrario el algoritmo finaliza.

Comentario 4.9 Andlogamente a lo que ocurria en el caso unidimensional las fuerzas que
actian en una estructura (sistema) vienen dadas en coordenadas globales, es decir, asociadas
directamente a los nodos. Con lo cual el procedimiento de ensamblaje desde el punto de vista
computacional cambia con respecto a lo mostrado en el Algoritmo 4.2.

|

4.2.7. Aplicacién de las Condiciones de Contorno en Sistemas Bidimensiona-
les

En la seccion anterior se expuso de forma concisa un método sistematico para ensamblar la
matriz de rigidez y el vector de fuerzas global para un sistema de barras dado. Anédlogamente
a lo que ocurria en el caso unidimensional, la matriz de rigidez [K] efectivamente contiene la
informacién del comportamiento deformacional del sistema en equilibrio, pero si se trata de
resolver el sistema:

(K] {u} = {F}, (4.95)

con los métodos tradicionales (Gauss, LU, Cholesky) aplicables sélo a sistemas compatibles
determinados se llegaria a la conclusién de que es un sistema compatible indeterminado con
infinitas soluciones. Efectivamente la estructura puede estar en equilibrio en distintas posiciones
en el espacio sin mas que moverla como un sélido rigido. Para resolver este problema y obtener
una unica solucién, lo que se hace es impedir el movimiento de sélido rigido de la estructura
fijando algunos de los desplazamientos (condiciones de contorno o apoyo). En contraposicion,
las reacciones o fuerzas en estos apoyos pasaran a ser desconocidas.

Las dimensiones de la matriz de rigidez del sistema en (4.95) son (ng,,ng,), donde ng, es el
numero de grados de libertad totales del sistema, que es igual al nimero de nodos multiplicado
por el nimero de grados de libertad por nodo (ng, = ny, X ng, ). Su rango, es decir, el nimero de
vectores linealmente independientes de esta matriz es siempre menor que ngy,. Este hecho tiene
dos implicaciones:

1. El determinante de la matriz de rigidez es nulo | [K]| = 0.
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2. El sistema de ecuaciones (4.95) tiene infinitas soluciones, ya que el sistema puede adoptar
infinitas posiciones (movimiento de sélido rigido).

Para ilustrar este hecho se presentan a continuacién diversos ejemplos de estructuras articu-
ladas resueltos mediante el método de ortogonalizacion introducido en la Seccién 2.2.1.13, y que
permite calcular las infinitas soluciones de un sistema compatible indeterminado:

Ejemplo ilustrativo 4.6 (Estructura articulada isostatica). Supéngase la estructura mostra-
da en la Figura 4.19 en la que las barras tienen un valor constante de la ridigez k = ETA. Si
se ensamblan las matrices de rigidez de cada una de las barras se llega al siguiente sistema de

ecuaciones:
—  » — External forces
lF}% 1 Support reactions
FX4_—13/i¢
Figura 4.19: Estructura articulada en dos dimensiones.
179 72 | =125 0 | =54—-72] 0O O
Uy Fxl
72 9 | 0 0 | -72-96|] 0 O F
V1 Y1
- -+ - -+ - -4+ = - __ __
—125 0 | 233 0 | =54 72 | —54 72 Uy F,,
i 0O 0 | 0 192| 72 —96| —72—-96 Vg F,,
— - -+ - -4+ - -4+ - = — | =] — (4.96)
150
—54 —72] =54 72 | 233 0 |-125 0 ug Fyy
—72-96| 72 —96| 0 192| 0 0 v3 Fy,
- -+ - -4+ - -4+ - - T ];_
0 0 | =54-72|-125 0 | 179 72 U4 FM
0 0 | -72-96] 0 0 | 72 96 v s
K] {u} {F}
donde tanto los desplazamientos u;, v;;¢ = 1,...,4 como las fuerzas externas que actian sobre la

estructura se muestran en las Figuras 4.20 (a) y (b), respectivamente. Nétese que las diferentes
particiones se refieren a nodos distintos.

En primer lugar cabria preguntarse que condiciones minimas ha de satisfacer el sistema de
ecuaciones (4.96) para tener al menos una solucién. Este procedimiento se puede hacer mediante
el método de ortogonalizacién con lo que se llegan a las siguientes condiciones:

Fp, +Fp, + Foy + Fy,y (4.97)

— F, +F,+F, +F, (4.98)
— 4/5F,, —3/5F,, +4/5F,, + 3/5F,, + 6/5F,,, (4.99)
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Figura 4.20: Fuerzas y desplazamientos de la estructura articulada de Ejemplo Ilustrativo 4.6
en el plano.

en las que (4.97) y (4.98) representan el equilibrio de fuerzas horizontales y verticales, respecti-
vamente, y (4.99) representa el equilibrio de momentos (momento tomado respecto al nodo 3).
Es decir, que matematicamente se ha llegado a la conclusién de que la condicién necesaria para
que exista al menos una solucién al problema (4.96) es que las fuerzas externas a la estructura
han de estar en equilibrio (> F,, =0,>  F,, =0y >  M; =0, M; es el momento de la fuerza F;
con respecto a un punto).

El rango de la matriz de rigidez [K] en este caso es 5, lo que implica que hay 5 vectores
linealmente independientes, y tres vectores que se pueden obtener como combinacién lineal de
los 5.

Para obtener todas las soluciones del sistema (4.96), se aplica el algoritmo de ortogonalizacién
con lo que se obtiene:

u1 467/120 1 0 4/5
vl 501/160 0 1 _3/5

U 359/120 1 0 4/5

ZE :% ?))59%%)60 e (1) te2 (1) T 3(/)5 ;o p1p2,p3 € R, (4.100)
U3 0 0 1 0

Uy 0 1 0 0

v 0 0 1 6/5

que desde un punto de vista matematico representa un espacio afin, es decir, que es la suma de
una solucién particular més un espacio de dimensién 3 (dimensién de la matriz [K]| menos su
rango 5) que no es mas que una combinacién lineal de tres vectores linealmente independientes.

Desde un punto de vista ingenieril la solucién (4.100) se puede interpretar de la siguiente
manera:

1. La dimensién del espacio solucién coincide con el nimero minimo de grados de libertad
que se han de imponer para que el sistema tenga una solucién tnica, es decir, para impedir
movimientos de sélido rigido de la estructura.

2. El espacio compuesto por los vectores a los que se les asocian los coeficientes p implica
que la estructura puede estar ubicada en infinitas posiciones distintas siempre y cuando se
garantice el equilibrio.

3. El primero de los vectores de desplazamientos solucion es una solucién particular que
satisface la ecuacién (4.96) para los valores de las fuerzas {F} mostrados en la Figura 4.19.
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(a) (b)

Figura 4.21: ITlustracién gréafica de los vectores linealmente independientes que componen la
solucién en el Ejemplo Ilustrativo 4.6. Estos se corresponden con: (a) Una traslacién horizontal,
(b) una traslacién vertical, y (c¢) un giro respecto al nodo 3.

Es importante recalcar que este vector puede reemplazarse por cualquier otra solucion
particular, que puede obtenerse anadiendo a la misma cualquier combinacién lineal de los
3 vectores bésicos.

4. Los otros tres vectores son soluciones del problema homogéneo, es decir, sin fuerzas exter-
nas. En este caso particular se corresponden con un desplazamiento horizontal de toda la
estructura como si fuera un sélido rigido, un desplazamiento vertical, y un giro respecto
al nodo 3, respectivamente (véase la Figura 4.21).

Obviamente el espacio vectorial generado por esos tres vectores en (4.100) se podria haber
representado en cualquier otra base del mismo espacio.
]

Ejemplo ilustrativo 4.7 (Estructura articulada critica). Si se considera la misma estruc-
tura articulada que en ejemplo Ilustrativo 4.6 pero con otras condiciones de contorno, por ejem-
plo, u; = 0,v1 = 0y ug = 0, entonces de (4.100) se obtiene que:

Uy = 467/(120%) + p1+ 4/5p3 =0
vy = 501/(160k) + py — 3/5p3 = 0
Uy = 359/(120]{;) +p1+ 4/5,03 =0,

que es un sistema compatible indeterminado porque la submatriz de coeficientes asociados con
los valores p, ui,v1 y ug en (4.100) cumple que:

1 0 4/5
Rango| 0 1 —-3/5 | =2<3.
1 0 4/5

Si se incorpora la informacién de las condiciones de contorno del problema al sistema (4.96),
considerando las fuerzas externas (véase la Figura 4.22)

(9 12 0 -8 8 —8 —17 4)",

| =

(P} =

que satisfacen las condiciones de compatibilidad (4.97)-(4.99) (equilibrio) y aplicando el algorit-
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mo de ortogonalizacién se obtiene la nueva solucién del problema:

(51 0 0

(% 0 0

u9g 0 0

v 1| —49/16 6/5

ws | T R| —120 | TP —ags (4.101)
Vs ~37/16 3/5

g —73/24 —4/5

4 0 9/5

Figura 4.22: Conjunto de soluciones asociadas con las condiciones de contorno u; = 0,03 =0y
uo = 0 para una estructura critica.

Esta solucién se puede interpretar de la siguiente manera:

1. El primer vector es una solucién particular que satisface la ecuacién (4.96) para el vector
{F} considerado y para las condiciones de contorno uy; = 0,v1 =0y uz = 0.

2. El segundo vector es una solucién del problema homogéneo (sin cargas), y representa una
rotacién de la estructura con respecto al nodo 1 como sdélido rigido, tal y como se muestra
en la Figura 4.22. Esto significa que las condiciones de contorno impuestas, bajo la hipotesis
de pequenas deformaciones, no son capaces de impedir el movimiento de la estructura como
solido rigido. Adicionalmente, se puede observar que las condiciones de contorno no son
suficientes para garantizar el equilibrio de la estructura con cualquier vector de fuerzas
externas {F}.

Ejemplo ilustrativo 4.8 (Mecanismo). Considérese la estructura articulada mostrada en la
Figura 4.23. El sistema de ecuaciones resultante del ensamblaje de las matrices de rigidez de
cada una de sus barras es:
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4/5

6/5 3/5

Figura 4.23: Mecanismo del Ejemplo Ilustrativo 4.8.

o4 72 0 0 =54 -72 0 O

72 06 0 0 —72-96 0 0 U I
u9 Fy1
0 0 108 0 —54 72 —54 —72

us Fxg
i 0O 0 0 192 72 —-96 —72 —96 ug | _ F,, (4.102)

150 | —54—72-54 72 233 0 —125 0 us Fy,

F,

~72-96 72 —96 0 192 0 0 U us

Uy Fx4

0 0 —54-72-125 0 179 72 us F,,

0 0 —-72-96 O 0 72 96 v '

{u} {F}

(K]
y sus correspondientes condiciones de compatibilidad son:

0 = Fp +F,+Fy, +F,, (4.103)
0 = Fy1+Fy2+Fy3+Fy4 (4'104)
0 = 4/5F, —3/5F,, (4.105)
0 = 4/5F,, +3/5F,, +6/5F,,, (4.106)

donde (4.103) y (4.104) constituyen el equilibrio de fuerzas horizontales y verticales, respectiva-
mente, y (4.105) y (4.106) establecen el equilibrio de momentos con respecto al nodo 3 de las
subestructuras que estan a su izquierda y a su derecha, respectivamente.

Si se considera el vector de fuerzas

1
{Fy=g(9 120 -8 8 -8 —17 4)",
que cumple las condiciones de compatibilidad (4.103)-(4.106) (equilibrio) y se resuelve el sistema

(4.102) se llega a la siguiente solucién:

u 49/8 | 0 4/5 0
v 0 0 1 ~3/5 0
s 3/2 | 0 0 4/5
zz :% 6;/32 +p1 (1) + p2 (1) +ps3 8 + P4 3é5 , (4.107)
V3 0 0 1 0 0
Uy 0 1 0 0 0
va 0 0 1 0 6/5
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donde p1, p1, p3, p4 € R. Desde un punto de vista matematico la solucién es un espacio afin de
dimension 4, es decir, suma de una solucién particular mas una combinacion lineal de 4 vectores
linealmente independientes. La interpretacién grafica de los mismos se muestra en la Figura 4.24
(a-d), y se corresponden con una traslacién horizontal, una traslacién vertical, y dos rotaciones
independientes con respecto al nodo 3. Noétese que si se elimina la barra 1-2, la barra 1-3 y la
subestructura de la derecha pueden rotar con respecto al nodo 3 de forma independiente. Por
eso hay dos parametros ps y p4, asociados a las rotaciones. Si se suman los vectores asociados a
las rotaciones en (4.107) el vector resultante coincide con la solucién (4.100) en la que la barra
1-2 existe.

Figura 4.24: Tlustracion gréfica de los vectores linealmente independientes correspondientes a la
solucién del Ejemplo Iustrativo 4.8.

Si a continuacion se aniaden las condiciones de contorno u; = 0,v1 = 0y ug = 0, entonces de
(4.107) se obtiene el sistema de ecuaciones:

uy = 49/(8k‘) + p1 + 4/5p3 =0
v = pP2 — 3/5p3 =0
Ug = pP1= 0

cuya solucién es p; = 0, po = —147/(32k) y ps = —245/(32k), pero ps puede tomar cualquier
valor.

Si se considera la siguiente matriz de condiciones de contorno se cumple que:

10 00 0O0O0O K
C=10100UO0O0O0TUO0 & rango| — | =2m—-1=7
000O0O0OO0OT1FP@O0 C

lo que implica que aun hay 1 movimiento de sélido rigido permitido bajo la hipotesis de pequenas
deformaciones.
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Asi, la solucién en este caso es:

(5] 0 0

U1 0 0

u9 —3/2 4/5

g 1] —13/2 3/5

us - E 3 + P 0 ’
v3 —147/32 0

Uyg 0 0

v —147/32 6/5

por lo que efectivamente se puede comprobar que las condiciones de contorno impuestas no son
suficientes para garantizar el equilibrio de sélido rigido, ya que la subestructura derecha aun
puede rotar con respecto al nodo 3, tal y como se muestra en la Figura 4.25.

Figura 4.25: Ilustracién grafica de como las condiciones de contorno vy = 0,v1 =0y ug =0 no
impiden la rotacién de la subestructura derecha con respecto al nodo 3.

A la vista de los ejemplos anteriores queda claro que hay que ser cuidadoso al introducir
las condiciones de contorno de forma que éstas sean suficientes para garantizar no sélo los
desplazamientos de sdlido rigido, sino también que las reacciones en los apoyos garanticen el
equilibrio de la estructura (compatibilidad del sistema).

El método para modificar el sistema de ecuaciones (4.95) y que se cumplan las condiciones
de contorno es exactamente el mismo que para el caso unidimensional, pero en este caso para
cada nodo se puede imponer una condiciéon de contorno asociada a cada grado de libertad. Esto
implica que la forma de introducir las condiciones de contorno varie ligeramente con respecto al
caso unidimensional, asi la matriz con la informacién de las condiciones de contorno se define
de la siguiente manera:

11111
Cbo_[4 L o0 0 0}, (4.108)

de forma que la primera columna contiene la informaciéon del nimero de nodo en el que se va
a imponer una condicién de contorno, las dos siguientes columnas estan asociadas a los grados
de libertad X e Y, respectivamente, y contienen un 1 si existe condiciéon de contorno asociada
a ese grado de libertad o un 0 en caso contrario. Las ultimas dos columnas se corresponden con
el valor de la condicién de contorno impuesta para cada grado de libertad. En caso de que no
haya, su valor por defecto sera cero.
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L=\/(X/ _Xf)z*' (Y/ _Y5)2+(Z/ _Zi)z

z X, -X,
/=

Figura 4.26: Barra en el espacio 3D.

4.2.8. Elemento Barra en el Espacio Tridimensional (3D)

Previo paso a la elaboracién del programa en MATLAB se muestra cémo se puede hacer el
tratamiento de las estructuras articuladas suponiendo que estan en el espacio tridimensional.
Considérese una barra en el espacio tridimensional tal y como se muestra en la Figura 4.26.
Las componentes de los desplazamientos en el sistema local estan relacionadas con los de-
splazamientos en el sistema global por la siguiente expresién:
uge)/ = lu

W

—

4 mo + nw® (4.109)

+mu Z(
) ol + nwl®, (4.110)

s

expresion que en forma matricial queda como:

w Ee) -
o
(e)' ()
i |l m n 0 0 O w;
[ (e)’ ] = |: 00 0 I m n :| u§e) ) (4111)
o
J
| v |
de tal forma que la matriz de transformacién queda como:
I m n 0 0 O
()] —
[A] {0 0 Olmn] (4.112)
Como ya se vio en (4.73) la matriz de rigidez en el sistema global queda como:
T /
[k(@] - [A(@] [k(e)} [A(e)] , (4.113)

donde:

[k(ey} _EA [ 1 -1 ] _ (4.114)
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Si se efectia el producto matricial (4.113) se llega a la siguiente expresién para la matriz de
rigidez de un elemento barra en el espacio tridimensional:

[ 12 Im In -2 —lm —=In ]
Im m? mn | —lm —m? —mn
. EA In  mn n? | —ln —-mn -n?
[k( )] L | = Zim —in| & Im In | (4.115)
—Im —m? —mn| Im m? mn
| —In —mn  —n? | In mn n? |

Nétese que los términos de la matriz de rigidez se obtienen a partir de los cosenos directores
de los angulos que forman las barras con los ejes coordenados. Estos se obtienen a partir de las
coordenadas de los nodos mediante las siguientes expresiones:

X - X LYY 47

: : , (4.116)
L L L

l
donde L es la longitud de la barra que se puede calcular con las coordenadas de los nodos como
L= X, X2+ (Y, - Vi + (2, — Z)°.

Nétese que en este caso el nimero de nodos por barra sigue siendo el mismo pero el ntimero
de grados de libertad por nodo ahora es de tres (ng, = 3).

4.2.8.1. Tensién en el Elemento Barra en el Espacio Tridimensional

Empleando la misma formulacion que en la Seccién 4.2.5 se puede obtener la tensién a la
que estd sometido un elemento tipo barra como:

ol® = Ee© (4.117)
©) coa | u
o = E[_f f] %e)’

J — -
ul®
¥

i1 iq[t om0 00 w!®
= El=t 2100 01 mon ul |
!®
J
| ]

que simplificando queda como:

S

<

oo = (4.118)

| &
g g

[—l -m —nlmn]

SR

(e)
J

Comentario 4.10 Desde el punto de vista computacional el utilizar la expresion (4.116) nos

permite despreocuparnos del signo de los dngulos.
|
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Figura 4.27: Organigrama del programa para resolver estructuras articuladas (celosias) tanto
en 2 como en 3 dimensiones.

!

4.2.9. Programa para Ensamblaje y Resoluciéon de Estructuras Articuladas
en MATLAB

En este apartado se explica el desarrollo de un programa en MATLAB que realice las si-
guientes acciones:

» Ensamblaje de forma automatica de la matriz de rigidez de cualquier estructura articulada.

= Ensamblar las cargas en el vector de fuerzas globales.

Introducir las condiciones de contorno del problema.

Resolver el sistema de ecuaciones resultante.

= Realizar un post-proceso para visualizar los resultados.

El organigrama del programa propuesto se muestra en la Figura 4.27, los elementos que
constituyen el programa son los siguientes:

Datos de entrada

p: vector que contiene las propiedades de cada barra, indicando el tipo de material de
que estan constituidas.
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E: vector que contiene los médulos de elasticidad o de Young para cada tipo de material.
A: vector que contiene las dreas para cada tipo de barra (material).

C,n: matriz de conectividad.

Cio: matriz con las informacién de las condiciones de contorno.
P: vector de cargas externas.

xX: matriz de coordenadas locales en las que se dan las coordenadas de cada uno de los
nodos de la discretizacién.

Variables

ne: numero de elementos (barras).

ng,: ntimero de grados de libertad por nodo, en este caso ng, =2 6 3.

Ny,: nimero de nodos por elemento, en este caso n,, = 2.
ny,: numero de nodos totales de la estructura.
ng,: numero de grados de libertad totales de la estructura ng, = n, X ng,.

,: numero de nodos donde el desplazamiento estd impuesto, es decir, nodos en los que
hay una condicién de contorno.

nimero de nodos cargados, es decir, nodos en los que se aplican fuerzas exteriores.
numero de estados de carga.

A©): matriz de transformacién de coordenadas locales a globales.

k(©): matriz de rigidez del elemento e-ésimo.

K: matriz de rigidez de la estructura.

Funciones. Las funciones y scripts que constituyen el programa son:

data.m: Script para la introduccién de los datos del sistema.

Amatrix.m: Funcién que genera la matriz de transformacion de coordenadas y que cal-
cula la longitud de las barras en funcién de las coordenadas locales.

rigid.m: Funcién que proporciona la matriz de rigidez k(¢ correspondiente a la ecuacién
(4.76) 6 (4.115) en funcién de que se trabaje en 2 o 3 dimensiones, respectivamente.

ensam.m: Funcién que obtiene la matriz de rigidez global de la estructura K a través del
ensamblaje de las matrices de rigidez de todos los elementos, y que genera el vector
de fuerzas globales F a partir de los datos de cargas P.

cbound.m: Funciéon que modifica tanto la matriz de rigidez de la estructura K como el
vector de fuerzas globales F para que se tengan en cuenta las condiciones de contorno,
y que el sistema tenga solucién.

esfuerzos.m: Funciéon mediante la cual, una vez obtenidos los desplazamientos solucién
u, obtiene las reacciones en los apoyos, las fuerzas que equilibran cada elemento, las
fuerzas aplicadas en cada nodo, y las tensiones sobre las barras.

trigrid.m: Funcién mediante la cual se dibuja tanto la estructura como su deformada
numerando barras y nodos segtin conveniencia.

A continuacion, se procede a describir cada una de las funciones.
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4.2.9.1. Fichero de Datos

La funcién data.m es realmente un script en el que se introducen los datos de la matriz
de conectividad C,y, la matriz con las condiciones de contorno Cy,, €l vector que contiene las
areas y los médulos de elasticidad de cada uno de los materiales (A,E), el vector que indica
el tipo de material que compone cada barra (prop), la matriz de cargas nodales (P) cuyas
dimensiones son (np,,ng,,MNe,), v la matriz con las coordenadas nodales (x). Particularizando
para el Ejemplo Ilustrativo 4.5, donde hemos considerado que A =1, E =1, L =1, queda de la
siguiente manera:

Comentario 4.11 Ndtese que el vector de cargas P es una matriz de matrices donde la tercera

dimension se corresponde con el numero del estado de cargas.
|

4.2.9.2. Funcién para Obtener la Matriz de Transformaciéon de Coordenadas Glob-
ales a Locales [A(e)]

La funcién Amatrix.m se encarga de calcular la matriz transformacion de coordenadas que
permitird calcular la matriz de rigidez del elemento barra en coordenadas globales. Ademds
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calcula la longitud de la barra en funcién de las coordenadas de los nodos:

function [Ae,le] = Amatrix(x)

P2

% Funcion que obtiene la matriz de transformacion de coordenadas
% locales a globales de un elemento tipo barra

% trabajando en 1, 2 o 3 dimensiones, y la longitud de la barra
P2

% Salida:

%  Ae->Matriz de transformacion

% le—>Longitud de la barra

h

% Recibe como datos:

%  x=> matriz con las coordenadas de los nodos del elemento

P2

[nne,ngn] = size(x);

% Calculo de la longitud del elemento y los cosenos directores
le = (x(2,:)-x(1,:));

Ae = zeros(2,2*ngn);

Ae(1,1:ngn) = le;

Ae(2,ngn+l:end) = le;

le = sqrt(lexle’);

Ae = Ae/le;

4.2.9.3. Funcion para Obtener la Matriz de Rigidez Elemental [k(e)}

La funcién rigid.m se encarga de calcular la matriz de rigidez (ndtese que es simétrica) de
cada elemento. Recibe como argumentos la matriz de coordenadas de los nodos x, el médulo de
elasticidad del elemento F y su drea A:

function ke=rigid(x,E,A);

h

% Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un elemento tipo barra
% trabajando en 1, 2 o 3 dimensiones

)

% Salida:

% ke—>Matriz de rigidez del elemento tipo barra
0

h

% Recibe como datos:

% x-> matriz con las coordenadas de los nodos del elemento
% A-> area transversal del elemento

% E-> modulo de elasticidad del elemento

h
if nargin "= 3,

error (’Numero de argumentos incorrecto, compruebe los datos de entrada’);
end

% Numero de nodos por elemento y numero de grados de libertad
% a partir de las dimensiones de matriz de coordenadas X
[nne,ngn] = size(x);

% Obtencion de la matriz de transformacion A

[Ae,le] = Amatrix(x);

% Matriz de rigidez del elemento barra en locales
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ke = ExAx[1 -1; -1 1]/1e;
% Matriz de rigidez del elemento barra en globales
ke = Ae’*kexAe;

4.2.9.4. Funcién para Ensamblar y Obtener la Matriz de Rigidez Global de la
Estructura [K] y el Vector de Cargas Globales {F}

La funcién ensam.m se encarga de calcular la matriz de rigidez global de la estructura y
adicionalmente ensambla las fuerzas en el vector de fuerzas globales {F}:

function [K,F]=ensam(P,E,A,prop,Con,x)

% Funcion que obtiene la matriz de rigidez de una estructura en celosia
% trabajando en 1, 2 o 3 dimansiones, se ensambla solo la parte superior,
% ya que se sabe que va a ser simetrica

% Ademas ensambla las fuerzas en el vector de fuerzas globales

% Salida:
% K->Matriz diagonal superior (o completa)
% F->Vector de fuerzas

% Recibe como datos:

%  E-> modulos de elasticidad de cada uno de los materiales

% A-> areas transversales de cada uno de los materiales

%  prop—> vector que asocia a cada barra su tipo de material

% Con-> matriz de conectividad que indica para cada elemento (barra) que
% nodos del sistema lo componen

% P-> matriz de con las fuerzas que actuan en cada nodo (globales)

% x—> matriz de coordenadas nodales

h
if nargin "= 6,

error (’Numero de argumentos incorrecto, compruebe los datos de entrada’);
end

% Numero de elementos y del numero de nodos por elemento
% a partir de las dimensiones de matriz de conectividad
[ne,nne] = size(Con);
if ne "= length(prop),
error (’La matriz Con y el vector prop no concuerdan, comprobar’);
end
% Numero de nodos y numero de grados de libertad por nodo
% a partir de las dimensiones de matriz de coordenadas
[nn,ngn] = size(x);
% Numero de grados de libertad totales
ngt = nn*ngn;
% Rutina de ensamblaje de las fuerzas, recorrido de todas las cargas
% con el contador i y ensamblaje en el vector de fuerzas globales
nnc = length(P(:,1));
nec = length(P(1,1,:));
% Inicializacion del vector de fuerzas global como

% un vector de ceros de tipo sparse
F = (zeros(ngt,nec));
for j = 1l:nec,

for i = 1:nnc,
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F((P(i,1)-1)*ngn+1:P(i,1)*ngn,j)=P(i,2:end,j)’;
end
end
% Inicializacion de la matriz de rigidez global como
% una matriz de ceros de tipo sparse
K = (zeros(ngt));
% Rutina de ensamblaje, recorrido de todos los elementos
% con el contador e y ensamblaje en la matriz de rigidez global
for e = 1:ne,
% Matriz de rigidez de la barra e
ke = rigid(x(Con(e,:),:),E(prop(e)) ,A(prop(e)));
% Ciclo para recorrer la parte superior de la matriz ke por bloques
for i = 1:nne,
% Indices de fila inicial y final para el bloque iesimo
auxin = (Con(e,i)-1)*ngn+1;
auxif = Con(e,i)*ngn;
for j = i:nne,
% Indices de fila inicial y final para el bloque jesimo
auxjn = (Con(e,j)-1)*ngn+1;
auxjf = Con(e,j)*ngn;
%  Para solo construir la parte superior de la matriz
if Con(e,i) <= Con(e,j),
K(auxin:auxif,auxjn:auxjf)=K(auxin:auxif,auxjn:auxjf)+...
ke ((i-1)*ngn+1:i*ngn, (j-1)*ngn+1: j*ngn) ;
else
K(auxjn:auxjf,auxin:auxif)=K(auxjn:auxjf,auxin:auxif)+. ..
ke((j-1)*ngn+1: j*ngn, (i-1) *ngn+1:i*ngn) ;
end % End del if
end % End del for j
end % End del for i
end % End del for e
% Matriz de rigidez global considerando la simetria
K = triu(K) + triu(k,1)’;

4.2.9.5. Funcién para Aplicar las Condiciones de Contorno

La funcién cbound.m se encarga de modificar la matriz de rigidez [K] y el vector de fuerzas
globales {F} para que se cumplan las condiciones de contorno. Recibe como argumentos la
matriz de rigidez global de la estructura [K], el vector de cargas globales {F}, y la matriz con
la informacién de las condiciones de contorno:

function [K,F] = cbound(K,F,Cbo)

h

% CBOUND modifica K y F para considerar las condiciones de contorno
b

% Salida:

%  K->Matriz de rigidez simetrica modificada

%  F->Vector de fuerzas globales modificado

h

% Recibe como datos:

%  K->Matriz de rigidez simetrica modificada

%  F->Vector de fuerzas globales (Cada columna es un estado de carga)
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% Cbo->Matriz con la informacion de las condiciones de contorno

#
if nargin "= 3,

error (’Numero de argumentos incorrecto, compruebe los datos de entrada’);
end

% Numero de nodos con condicion de contorno y numero de grados
% de libertad por nodos a partir de la matriz de condiciones

% de contorno

nnc = length(Cbo(:,1));

ngn = (length(Cbo(1,:))-1)/2;

% Nomero de estados de carga

nec = length(F(1,:));

% Ciclo sobre los nodos con condiciones de contorno

for i = 1:nnc,

% Numero de nodo cargado
nn=Cbo (i, 1);
% Ciclo para cada grado de libertad
for j = 1:ngn,
% Comprobacién de si el grado de libertad esta impedido o no
if Cbo(i,1+j) == 1,
% Posicion del grado de libertad en la matriz de rigidez global
aux=(nn-1) *ngn+j;
for k = 1:nec,
F(:,k)=F(:,k)-K(:,aux)*Cbo(i,1+ngn+j);
F(aux,k)=Cbo(i,1+ngn+j);
end
K(aux,:)=0;
K(:,aux)=0;
K(aux,aux)=1;
end
end
end

4.2.9.6. Funcién para Obtener las Fuerzas Nodales y las Reacciones en los Apoyos

Funcién mediante la cual, una vez obtenidos los desplazamientos, tras la resolucion del sis-
tema (4.95), se obtienen las fuerzas que equilibran cada elemento, y las fuerzas aplicadas en cada
nodo incluidas las reacciones en los apoyos, y tanto las tensiones como los esfuerzos axiles a los
que estan sometidos cada una de las barras:

function [forcen,forcel,Ne,sigmae]=esfuerzos(u,x,prop,E,A,Con)

%  ESFUERZOS es la rutina encargada del calculo de los resultados
% una vez obtenidos los desplazamientos solucion de la estructura

% Salida:

%  forcel->Matriz con las fuerzas que equilibran cada elemento
%  forcen->Fuerzas en los nodos

% Ne->Esfuerzos axiles en las barras

%  sigmae->Tensiones en las barras

% Recibe como datos:



174 4. Resolucion de Sistemas Constituidos por Barras Mediante el MEF

% u->desplazamientos solucion del problema

% E-> modulos de elasticidad de cada uno de los materiales

% A-> areas transversales de cada uno de los materiales

%  prop—> vector que asocia a cada barra su tipo de material

%  Con-> matriz de conectividad que indica para cada elemento (barra) que

P2 nodos del sistema lo componen
% x—> matriz de coordenadas nodales
.
0

if nargin "=6,
error (’Numero de argumentos incorrecto, compruebe los datos de entrada’);
end
% Numero de elementos y del numero de nodos por elemento
% a partir de las dimensiones de matriz de conectividad
[ne,nne] = size(Con);
if ne "= length(prop),
error(’La matriz Con y el vector prop no concuerdan, comprobar’);
end
% Numero de nodos y numero de grados de libertad por nodo
% a partir de las dimensiones de matriz de coordenadas
[nn,ngn] = size(x);
% Numero de grados de libertad totales
ngt = nn*ngn;
% Numero de estados de carga
nec = length(u(1,:));
% Inicializacion de las matrices y vectores necesarios
% Desplazamientos de los nodos de un elemento
ue = zeros(nne*ngn,nec);
% Fuerzas a las que esta sometido cada una de los muelles
forcel = zeros(ne,nne*ngn,nec);
% Fuerzas en los nodos incluidas las reacciones en los apoyos
forcen = zeros(nn,ngn,nec);
% Tensiones en cada barra
Ne = zeros(ne,nec);
sigmae = zeros(ne,nec);

for e = 1:ne,
% Matriz de rigidez de la barra e
ke = rigid(x(Con(e,:),:),E(prop(e)) ,A(prop(e)));
% Obtencion de la matriz de transformacion A
[Ae,le] = Amatrix(x(Con(e,:),:));
Lm = [-Ae(1,1:ngn) Ae(1,1:ngn)l;
for i = 1:mnec,
% Obtencion de los desplazamientos asociados al elemento e
for j = 1l:nne,
ue((j-1)*ngn+1:j*ngn,i)=u((Con(e,j)-1)*ngn+1:Con(e,j)*ngn,i);
end
% Calculo de las tensiones y esfuerzos axiles
sigmae(e,i) = E(prop(e))*Lm*ue(:,i)/le;
Ne(e,i) = sigmae(e,i)*A(prop(e));
%  Fuerzas en los nodos para cada elemento y el acumulado en los nodos
forcel(e,:,i) = (ke*ue(:,i))’;
for j = l:nne,
forcen(Con(e,j),:,i)=forcen(Con(e,j),:,i)+...
forcel(e, (j-1)*ngn+1:j*ngn,i) ;
end
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end
end

4.2.9.7. Script de Ejecucién

Para permitir la ejecucién y el cdlculo de la matriz de rigidez de un caso concreto se emplea un
script ejecucion.m que gestiona la ejecucion. Considerando los datos del Ejemplo Ilustrativo 4.5
y teniendo en cuenta el organigrama de la Figura 4.27 se procede de la siguiente manera:

1. Se borran de la memoria las variables existentes y se cargan los datos llamando al fichero
data.m:

clear; clc;
% Cargo los datos del problema en memoria
data;

2. Dibujo de la estructura numerando tanto los nodos como las barras. Para ello se dispone
de una rutina llamada tri_grid.m.

figure(1)
[delta,margen] = tri_grid(Con,x) ;
hold off

3. Ensamblaje de la matriz de rigidez y obtencion del vector de fuerzas globales. Ademas se
dibuja la estructura de la matriz de rigidez:

% Llamada a la rutina de ensamblaje y obtencién de la matriz de
% rigidez del sistema de muelles

%[K,F] = ensam(P,E,A,prop,Con,x)

disp(’La matriz de rigidez es:’)

K

disp(’El vector de fuerzas globales es:’)

F

figure(2)

spy (K)

El resultado mostrado en pantalla es:

La matriz de rigidez es:

K =
0.5000 0.5000 -0.5000 -0.5000 0 0
0.5000 0.5000 -0.5000 -0.5000 0 0

-0.5000 -0.5000 1.0000 0 -0.5000 0.5000
-0.5000 -0.5000 0 1.0000 0.5000 -0.5000
0 0 -0.5000 0.5000 0.5000 -0.5000
0 0 0.5000 -0.5000 -0.5000 0.5000

El vector de fuerzas globales es:
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1 ° ° ° °

2 ° ° ° °

3 ° ° ° ° °

4 ° ° ° ° °

5 ° ° ° °

6 ° ° ° °

70 1 2 3 4 5 6 7

nz =26

Figura 4.28: Estructura de la matriz de rigidez [K] de la estructura del Ejemplo Ilustrativo 4.5.

En la Figura 4.28 se muestra la estructura de la matriz de rigidez y el niimero de elementos
distintos de cero.

Tal y como se explico en la Seccién 4.2.7 el determinante de la matriz de rigidez es nulo,
y su rango es 2 en este caso:

4. El siguiente paso para evitar la singularidad de la matriz de rigidez es introducir las
condiciones de contorno. En principio es necesario introducir 4 condiciomes de contorno
para que el sistema tenga solucién unica:
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El resultado mostrado en pantalla es:

5. Una vez introducidas las condiciones de contorno se estd en disposicién de resolver el
sistema de ecuaciones por cualquiera de los métodos estudiados en la Seccién 2.2. En este
caso el algoritmo empleado es la descomposiciéon LU:

El resultado mostrado en pantalla es:
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0
0
resultado que coincide con el resultado (4.84) del Ejemplo Ilustrativo 4.5.
6. Por 1ltimo, una vez obtenidos los desplazamientos solucién se procede al calculo de esfuer-

ZOS:

% Obtencion de las reacciones en los apoyos
[forcen,forcel,Ne,sigmae] = esfuerzos(u,x,prop,E,A,Con);
disp(’Las fuerzas que actuan en cada barra son:’)

forcel

disp(’Las fuerzas que actuan en cada nodo son:’)

forcen

disp(’Las esfuerzos axiles en las barras son:’)

Ne

disp(’Las tensiones en las barras son:’)

sigmae

El resultado mostrado en pantalla es:

Las fuerzas que actuan en cada barra son:

forcel =
1 1 =il -1
0 0 0 0

Las fuerzas que actuan en cada nodo incluidas reacciones en los apoyos son:

forcen =
-1 =i
1 1

Las esfuerzos axiles en las barras son:
Ne =

1.4142

Las tensiones en las barras son:
sigmae =

1.4142
0

resultado que coincide con el resultado del Ejemplo Ilustrativo 4.5. Nétese que en las
fuerzas que actian sobre cada elemento las componentes son iguales y de signo contrario
para asegurar el equilibrio. Respecto a las fuerzas en los nodos correspondientes a los
desplazamientos impuestos éstas son las fuerzas ejercidas por el contorno para evitar el
desplazamiento de la estructura como sélido rigido, es decir, las reacciones en los apoyos.
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Nodos y elementos

1.5

Estructura
inicial

Estructura
deformada

0.5 F

Figura 4.29: Deformada de la estructura del Ejemplo Ilustrativo 4.5.

7. Por ultimo se procede al pintado de la deformada final mediante la rutina tri_grid.m:

Ejemplo ilustrativo 4.9 (Consideracion del peso propio). Una consideracién importante
a la hora de resolver celosias considerando como elementos toda la longitud de la barra es que la
introduccién del peso propio hace que la resolucion sea aproximada. Nétese que la introduccion

. e 7 .
del peso propio en una estructura es una fuerza externa {ft() )} provocada por una fuerza masica

{b} (gravitacional), cuyo vector de fuerzas equivalentes dado por el MEF se calcula mediante
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Figura 4.30: Celosia plana del Ejemplo Computacional 4.2.

la siguiente expresién:

Pa
@\ _ AL | py

{fb }_ 5 | ] (4.119)
Py

Las fuerzas masicas debido al campo gravitacional, en el caso bidimensional, vienen dadas

por:
{b}Z{gz }:{ _(;g } (4.120)

donde g = 9,81m/s? es la aceleracién de la gravedad.

Comentario 4.12 La deduccion de la expresion (4.119) se mostrard en la Seccion 5.1.2 en la
que se deducird la fuerza mdsica equivalente en elementos triangulares (CST).
|

Supéngase una barra como la mostrada en la Figura 4.30 (a) que estd sometida sélo a la
accién del peso propio. Las caracteristicas de la misma son las siguientes: A=1, L=1,p, =0
y py = —1. Se pide:

1. Considerando el vector de fuerzas (4.119), obtener la tensién en la barra y las fuerzas que
la equilibran. ;Es correcto emplear como reaccién en el nodo 1 las fuerzas que actian en
el nodo 1 de la barra? En caso de que no lo sea, jcémo lo solucionarias?
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Tabla 4.4: Coordenadas globales de los nodos del Ejemplo Computacional 4.2.

X; Y;
Nodos (cm) (cm)
1 0 0
2 100 0
3 50 50
4 200 100

Tabla 4.5: Caracteristicas de las barras del Ejemplo Computacional 4.2.

Elemento Area Conectividades ~ E(N/em?)
Seccién tranversal (em?) Local i Local j
1 2 1 3 2 x 103
2 2 3 2 2 x 103
3 2 3 4 2 x 103
4 2 2 4 2 x 10

2. Calcular la tensién en el elemento y explicar si el resultado se ajusta a la realidad y por

qué.

3. Supodngase que se discretiza la barra en mas elementos tipo barra, tal y cémo se indica
en la Figura 4.30 (b). Si el ntmero de elementos es igual a 10 (n. = 10), recalcular e

interpretar los resultados.

Ejemplo computacional 4.2 (Ensamblaje de una celosia en 2 dimensiones). Con-
sidérese la celosia plana mostrada en la Figura 4.31, cuyas caracteristicas de materiales em-
pleados, informacién de las conectividades de los elementos, asi como los datos de su geometria

se muestran en las Tablas 4.5 y 4.4, respectivamente. Se pide:

1. Generar el fichero de datos correspondiente.

2. Obtener los desplazamientos de los nodos y las reacciones en los apoyos mediante el pro-
grama, y comprobar que la matriz de rigidez obtenida sin considerar las condiciones de

contorno es singular. ;Cual es el rango de la matriz? ;Qué implicaciones tiene?

Solucién: La solucién tras la ejecucién del programa de MATLAB es:

La matriz de rigidez es:

K =

28.2843  28.2843 0 0 -28.2843 -28.2843 0 0

28.2843  28.2843 0 0 -28.2843 -28.2843 0 0
0 0 42.4264 -14.1421 -28.2843 28.2843 -14.1421 -14.1421
0 0 -14.1421 42.4264  28.2843 -28.2843 -14.1421 -14.1421

-28.2843 -28.2843 -28.2843 28.2843 79.3369 7.5895 -22.7684 -7.5895

-28.2843 -28.2843 28.2843 -28.2843 7.5895 59.0984 -7.5895 -2.5298
0 0 -14.1421 -14.1421 -22.7684 -7.5895 36.9105 21.7316
0 0 -14.1421 -14.1421 -7.5895 -2.5298 21.7316 16.6720

El vector de fuerzas globales es:
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Figura 4.31: Celosia plana del Ejemplo Computacional 4.2.
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La matriz de rigidez, tras introducir las c. de contorno, es:

K =
1.0000 0 0 0 0 0 0 0
0 1.0000 0 0 0 0 0 0
0 0 1.0000 0 0 0 0 0
0 0 0 1.0000 0 0 0 0
0 0 0 0 79.3369 7.5895 -22.7684 -7.5895
0 0 0 0 7.5895 59.0984 -7.5895 -2.5298
0 0 0 0 -22.7684 -7.5895 36.9105 21.7316
0 0 0 0O -7.5895 -2.5298 21.7316 16.6720

El vector de fuerzas globales, tras introducir las c. de contorno, es:

F =

O O O O O
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0
0
-1

Los desplazamientos solucion son:

u =

Las fuerzas que actuan en cada barra son:
forcel =

-1.0000 -1.0000 1.0000 1.0000
0.5000 -0.5000 -0.5000 0.5000
-1.5000 -0.5000 1.5000 0.5000
1.5000 1.5000 -1.5000 -1.5000

Las fuerzas que actuan en cada nodo incluidas reacciones en los apoyos son:
forcen =
-1.0000 -1.0000
1.0000 2.0000
0.0000 0
-0.0000 -1.0000
Las esfuerzos axiles en las barras son:
Ne =
1.4142
-0.7071
1.5811
-2.1213
Las tensiones en las barras son:
sigmae =
0.7071
-0.3536

0.7906
-1.0607

Comentario 4.13 En el caso de que se deseen almacenar los resultados en ficheros ASCII para



184 4. Resolucion de Sistemas Constituidos por Barras Mediante el MEF

su utilizacion en algun otro programa de post-proceso basta con anadir los siguientes comandos:
save u.out u -ascii

% Guardo los valores de la sesion en el disco duro
save execution.mat

Ejemplo computacional 4.3 (Torre de alta tensién). Considérese la torre de alta tensién
mostrada en la Figura 4.32, ver [Groenwold and Stander, 1997]. Dicha torre estd compuesta
por barras de seccién constante con un médulo de elasticidad y un peso especifico del material
de E = 2,047 x 10° kg/em? y p = 0,00785 kg/cm?, respectivamente. La informacién de la
conectividad de las barras se encuentra en la Tabla 4.6, mientras que las coordenadas de los
nodos se muestran en la Tabla 4.7. Por limitaciones de fabricacion, las dreas (em?) de las distintas
barras disponibles en el mercado son las siguientes:

A = [19,03;5,27;19,03;5,27;19,03; 5,75; 17,03; 6,25; 13,79; 6,25; 5,75; 12,21; 6,84;
5,75;2,606; 7,44; 1,84, 8,66; 2,66; 3,07; 2,66; 8,06; 5,27; 7,44; 6,25; 1,84; 4,79; 2,66;
3,47;1,84;2,26; 3,88; 1,84;1,84; 3,88; 1,84; 1,84; 3,88].

En la Tabla 4.6 también se encuentra disponible la informacion del drea de cada una de
las barras que componen la torre. Teniendo en cuenta que la estructura se va emplear para la
construccién de una linea de alta tensién, que hay que considerar cada uno de los estados de
carga indicados en la Tabla 4.8 bajo las hipétesis:

= Sin considerar el peso propio de la estructura.

= Considerando el peso propio de la estructura.

Se pide:

1. Obtener el desplazamiento del nodo cumbre (nodo 52) en todos los casos.

2. Calcular la maxima tensién tanto de traccién como de compresion que se producen, indi-
cando la barra en la que ocurre (también para todos los casos).

3. (En alguno de los casos, la tensién maxima es mayor que la admisible o4, = 1500 kg/cm??

4. Comparar los resultados obtenidos considerando el peso propio y sin considerarlo. ;Es
razonable despreciarlo?

Solucion:

Los desplazamientos del nodo 52 en e¢m bajo las distintas hipdtesis de carga sin considerar
el peso propio son:

U; (o w;
—5,6088 —0,0109 —0,0315
—4,5471 3,4805 —0,0287
—5,5843 —0,0109 —0,0315
—5,0199 1,5513 —0,0327 (4.121)
53715 0,8539 —0,0300
—-5,0362 —1,6229 —0,0283
—5,3715  0,8842 —0,0300
—4,3981 4,0835 —0,0287

0 ~J O T W N .
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mientras que los desplazamientos considerando el peso propio son:

U; (o w;
—5,6176 —0,0111 —0,0385
—4,5559  3,4803 —0,0357
—5,6931 —-0,0111 —0,0385
—5,0286 1,5511 —0,0397 (4.122)
—5,3803  0,8537 —0,0369
—5,0450 —1,6231 —0,0353
—5,3803  0,8839 —0,0369
—4,4069  4,0832 —0,0357

CO J O T i W N .

La méxima tensiéon admisible en kg/cm? bajo las distintas hipdtesis de carga sin considerar
el peso propio son:

€ Omax € Omin

3 590,6568 85 —696,5611
86 829,8399 88 —1027,0895
o74,8133 8  —711,0178
713,9585 88  —813,6141 (4.123)
685,6289 85  —757,6254
721,7503 85  —818,7954
690,9702 85 —759,1735
86 911,1928 88 —1108,5076

N W NN W

donde e es el numero del elemento, oy.x €s la maxima tension de traccidn, y opin €s la maxima
tensién de compresién (negativa). En el caso de considerar el peso propio:

€ Omax € Omin

3 574,4639 85  —708,0882
86 822,6282 88 —1038,6123
058,6204 85  —722,5448
697,7644 88  —825,1368 (4.124)
669,4348 85  —769,1524
705,5574 85  —830,3225
674,7761 4  —T771,7246
86 903,9811 88 —1120,0303

N W NN W

Nétese que en ninguno de los casos se alcanza la maxima tensién admisible, ya que la maxima
tensién de traccién se da en el elemento 86 sin considerar el peso propio 911,1928 (kg/cm?) <
1500 (kg/cm?), mientras que la méxima compresion se da en la barra 88 considerando el peso
propio | —1120,0303 (kg/cm?)| < 1500 (kg/cm?). Por tanto, en principio, la estructura est4 bien
disenada.

Comentario 4.14 En estructuras articuladas el fallo a compresion se produce antes de llegar a
la tension mdxima admisible del material debido a fenomenos de inestabilidad por pandeo. Por
tanto, para que la estructura estuviera realmente bien diseriada deberia de comprobarse.

|

Si comparamos la solucién en desplazamientos sin (4.121) y con (4.122) el peso propio se
puede observar lo siguiente: (a) los desplazamientos horizontales no varfan considerablemente ni
en términos absolutos (diferencias de décimas de milimetro) ni en términos relativos (variaciones
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porcentuales menores del 1%), mientras que (b) los desplazamientos verticales cambian poco
en términos absolutos (diferencias de décimas de milimetro), pero mucho en términos relativos
(aumentan del orden de un 20 %).

En lo relativo a tensiones el efecto es mas importante, asi las variaciones porcentuales maxi-
mas en cada una de las hipétesis de carga son de:

A%\ [ 28,25 1579,81 86,97 11,42 72,1 19,83 85,42 5699,26
e N 111 63 111 142 79 113 79 132

Nétese que los incrementos porcentuales mas grandes son debidos a estados de carga que
apenas producian tensiones en las barras. En lo que se refiere a variaciones absolutas las barras
mas afectadas son las cercanas a la base porque han de soportar todo el peso de la estructura,
por ejemplo, en la barra 4 el aumento tensional es ~ 16,95 kg/cm?.

Asi pues se puede concluir que es importante la consideracién del peso propio en lo referido
a tensiones, especialmente cuando el peso de la estructura total es grande, en este caso es de
1359,772 kg. Es importante recalcar que debido a que la fuerza gravitacional actia en el eje
z y en sentido descendente las barras traccionadas estdn menos traccionadas pero las barras
comprimidas estan mas comprimidas y no considerar el peso en el cdlculo puede producir que
alguna de ellas plastifique o pandee.

|
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i6on compuesta por 160 barras

Figura 4.32: Torre de alta tens
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Nodos Nodos Nodos Nodos

e 3 Fi Ae e 7 i Ae e 7 i Ae e 7 i Ae
1 1 5 1 41 13 18 8 81 25 31 17 121 36 40 29
2 2 6 1 42 14 17 8 82 28 32 17 122 38 41 29
3 3 7 1 43 14 19 8 83 28 33 17 123 39 42 29
4 4 8 1 44 15 18 8 84 25 34 17 124 35 43 29
5 1 6 2 45 15 20 8 85 26 31 18 125 40 41 30
6 2 5 2 46 16 19 8 86 27 32 18 126 41 42 30
7 2 7 2 47 16 17 8 87 29 33 18 127 42 43 30
8 3 6 2 48 13 20 8 88 30 34 18 128 43 40 30
9 3 8 2 49 17 21 9 89 26 32 19 129 35 36 31
10 4 7 2 50 18 22 9 90 27 31 19 130 36 38 31
11 4 5 2 51 19 23 9 91 29 34 19 131 38 39 31
12 1 8 2 52 20 24 9 92 30 33 19 132 39 35 31
13 5 9 3 53 17 22 10 93 27 33 20 133 40 44 32
14 6 10 3 54 18 21 10 94 29 32 20 134 41 45 32
15 7 11 3 5, 19 24 10 95 30 31 20 135 42 46 32
16 8 12 3 56 20 23 10 96 260 34 20 136 43 47 32
17 5 10 4 57 18 23 11 97 260 29 21 137 40 45 33
18 6 9 4 58 19 22 11 98 27 30 21 138 41 46 33
19 6 11 4 59 20 21 11 99 31 35 22 139 42 47 33
20 7 10 4 60 17 24 11 100 32 36 22 140 43 44 33
21 7 12 4 61 21 26 12 101 33 38 22 141 44 45 34
22 8 11 4 62 22 27 12 102 34 39 22 142 45 46 34
23 8 9 4 63 23 29 12 103 33 39 23 143 46 47 34
24 5 12 4 64 24 30 12 104 32 35 23 144 44 47 34
25 9 13 5 65 21 27 13 105 31 36 23 145 44 48 35
26 10 14 5 66 22 26 13 106 34 38 23 146 45 49 35
27 11 15 5 67 23 30 13 107 32 38 24 147 46 50 35
28 12 16 5 68 24 29 13 108 33 36 24 148 47 51 35
29 9 14 6 69 22 29 14 109 34 35 24 149 45 48 36
30 10 13 6 70 23 27 14 110 31 39 24 150 46 49 36
31 10 15 6 71 24 26 14 111 37 35 25 151 47 50 36
32 11 14 6 72 21 30 14 112 37 39 25 152 44 51 36
33 11 16 6 73 26 27 15 113 37 40 26 153 48 49 37
34 12 15 6 74 27 29 15 114 37 43 26 154 49 50 37
35 12 13 6 75 29 30 15 115 35 40 27 155 50 51 37
36 9 16 6 76 30 26 15 116 36 41 27 156 48 51 37
37 13 17 7 7T 25 26 16 117 38 42 27 157 48 52 38
38 14 18 7 78 27 28 16 118 39 43 27 158 49 52 38
39 15 19 7 79 25 30 16 119 35 38 28 159 50 52 38
40 16 20 7 80 29 28 16 120 36 39 28 160 51 52 38

Tabla 4.6: Datos de conectividades y areas para los elementos de la torre de alta tensiéon con
160 barras.
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Coordenadas Coordenadas
i T Yi Z4 i T Yi Zi
1 -105.000 -105.000 0.000 27 40.000 -40.000  1027.500
2 105.000  -105.000 0.000 28 214.000 0.000  1027.500
3 105.000 105.000 0.000 29 40.000 40.000  1027.500
4 -105.000 105.000 0.000 30 -40.000 40.000  1027.500
5 -93.929 -93.929 175.000 31 -40.000 -40.000 1105.500
6 93.929 -93.929 175.000 32 40.000 -40.000 1105.500
7 93.929 93.929 175.000 33 40.000 40.000  1105.500
8 -93.929 93.929 175.000 34 -40.000 40.000  1105.500
9 -82.859 -82.859 350.000 35 -40.000 -40.000 1256.500
10 82.859 -82.859 350.000 36 40.000 -40.000 1256.500
11 82.859 82.859 350.000 37 -207.000 0.000 1256.500
12 -82.859 82.859 350.000 38 40.000 40.000  1256.500
13 -71.156 -71.156 535.000 39 -40.000 40.000  1256.500
14 71.156 -71.156 535.000 40 -40.000 -40.000  1346.500
15 71.156 71.156 535.000 41 40.000 -40.000  1346.500
16 -71.156 71.156 535.000 42 40.000 40.000  1346.500
17 -60.085 -60.085 710.000 43 -40.000 40.000  1346.500
18 60.085 -60.085 710.000 44 -26.592  -26.592  1436.500
19 60.085 60.085 710.000 45 26.592  -26.592  1436.500
20 -60.085 60.085 710.000 46 26.592 26.592  1436.500
21 -49.805 -49.805 872.000 47 -26.592 26.592  1436.500
22 49.805 -49.805 872.000 48 -12.737  -12.737  1526.500
23 49.805 49.805 872.000 49 12.737  -12.737  1526.500
24 -49.805 49.805 872.000 50 12.737 12.737  1526.500
25 -214.000 0.000 1027.500 51 -12.737 12.737  1526.500
26 -40.000 -40.000 1027.500 52 0.000 0.000 1615.000

Tabla 4.7: Coordenadas de los nodos de la torre de alta tensién con 160 barras.

Tabla 4.8: Estados de carga de la torre de alta tensién con 160 barras.

E. carga n° nodo Py Py P,
1 52 -868.0 0.0 -491.0
37 -996.0 0.0 -546.0
25 -1091.0 0.0 -546.0
28 -1091.0 0.0 -546.0
2 52 -493.0 1245.0 -363.0
37 -996.0 0.0 -546.0
25 -1091.0 0.0 -546.0
28 -1091.0 0.0 -546.0
3 52 -917.0 0.0 -491.0
37 -951.0 0.0 -546.0
25 -1015.0 0.0 -546.0
28 -1015.0 0.0 -546.0
4 52 -917.0 0.0 -546.0
37 -572.0 1259.0 -428.0
25 -1015.0 0.0 -546.0
28 -1015.0 0.0 -546.0
5 52 -917.0 0.0 -491.0
37 -951.0 0.0 -546.0
25 -1015.0 0.0 -546.0
28 -636.0 1259.0 -428.0
6 52 -917.0 0.0 -491.0
37 -572.0 -1303.0 -428.0
25 -1015.0 0.0 -546.0
28 -1015.0 0.0 -546.0
7 52 -917.0 0.0 -491.0
37 -951.0 0.0 -546.0
25 -1015.0 0.0 -546.0
28 -636.0 1303.0 -428.0
8 52 -498.0 1460.0 -363.0
37 -951.0 0.0 -546.0
25 -1015.0 0.0 -546.0
28 -1015.0 0.0 -546.0
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4.3. Procedimiento Genérico de Ensamblaje

En las Secciones 4.1.3 y 4.2.6 se estudié de forma concisa el procedimiento de ensamblaje
para problemas unidimensionales y bidimensionales con 1 y 2 grados de libertad por nodo,
respectivamente, y donde ademds los elementos estaban constituidos por dos nodos.

A continuacién se generaliza el concepto de ensamblaje para problemas con un nimero ng, de
grados de libertad por nodo, con elementos constituidos por n,, nimero de nodos por elemento
y donde la estructura del problema consta de n, ntimero de nodos totales. Las cargas externas
se considerardn aplicadas directamente en los nodos y con ngy, componentes.

La matriz de conectividad necesaria para el ensamblaje de la matriz de rigidez global y del
vector de fuerzas globales tiene la siguiente estructura:

C1,1 C1,2 te Cl,nne
C21 €22 T C2ny,

Con — . . . . ‘ 5 (4125)
Cnml Cn872 e Cneynne

cuyas dimensiones son n. X n,, de forma que el elemento c.; es el nimero de nodo en la
numeracién global que se corresponde con el nodo j-ésimo del elemento e-ésimo.

La matriz de rigidez de un elemento genérico cualquiera tiene la siguiente estructura:

‘ Ce,l | e | C€7nne ‘
(63171) (63171) (ea17n7’le) (6,1,7’Lne) ) Ce,l
kLS kl,ngn | RS kl,ngn
(67171) (67171) (6,1,”71,8) (6,1,’I’Lne)
kngn,l T kngnvngn T kngn,l T kjngnvngn
1] = (4.126)
(evnnwl) (eanne71) (evnne 7””6) (evnnevnne)
k11 kl,ngn K1y kl,ngn
. . . . . . . ce7nne
(evnnevl) (evnnevl) (e,nne,nne) (evlvnne)
kngn,l e kngnvngn T kngn,l T kjngnvngn .

donde cada uno de los bloques estd asociado a cada nodo del elemento, y por tanto el ntimero
de bloques es n,,, X n,,, mientras que cada bloque consta de ngy, X ny, componentes. Notese que
para un elemento cualquiera de la matriz de rigidez kg;’k’l) el indice e corresponde al niimero
de elemento de la discretizacién, k y [ hacen referencia a los nodos k, [-ésimo, respectivamente,
y por ultimo, los indices ¢ y j hacen referencia a las componentes i, j-ésima de cada bloque, es

decir, al elemento (7, j) del bloque (k,1).

Andlogamente, el vector de desplazamientos y el vector de fuerzas nodales tienen la siguiente
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estructura:
( uge,l) Ce,1 ( fl(e,l) Ce,1
{u} =9 ooy {f9F =1 : (4.127)
€,Nne ie,nne
Uy 1
: Ce,nne : Ce,nn,
u 1

donde los elementos uge’j ) y fi(e’j ) son los desplazamientos y las fuerzas que actiian en el elemento

e-ésimo, respectivamente, asociados al grado de libertad i-ésimo, en el nodo j-ésimo del elemento.

La matriz de rigidez global de la estructura tiene la siguiente estructura:

" (1,1) : (1,1) | | (I,nn) - (I,nn) l 1
kLY k) e R e R
11 ' 11 ' l;nn) . 1,7'1")
k7(’bqn ?1 e k"(lgn ?ngn C kf’bqn,l e k"(’Lgn7ngn (4 128)
K] = : : : : : '
Ny, 1 Nn,1 Tn, Mo, N, Mn
et k§,n9n) | R ) kin% )
(nn,1) (nn,1) (nn,nn) (1,mn)
| kngn,l T kngn7ngn T kngn,l e kngn,ngn J

donde cada uno de los bloques esta asociado a cada nodo de la estructura, por tanto el niimero
de bloques es n,, x n,, mientras que cada bloque consta de ny, X ng4, componentes. Nétese que
kD) g y [ hacen referencia a los nodos
1y

k, l-ésimo de la estructura, respectivamente, y por tultimo, los indices ¢ y j hacen referencia a las
componentes i, j-ésima de cada bloque, es decir, al elemento (7, j) del bloque (k,1). Considerando
las estructuras de la matriz de rigidez elemental (4.126) y de la matriz de rigidez global, cada
uno de los bloques (k,1) de la matriz de rigidez del elemento ha de sumarse en el bloque (ce k, ce 1)

de la matriz de rigidez global [K] (4.128).

para un elemento cualquiera de la matriz de rigidez k
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Andlogamente, el vector de fuerzas nodales global tiene la siguiente estructura:

!
f<'1>
ngn
{F} = : : (4.129)
W
1
: L
(nn)
\ ngn

En este caso también tenemos bloques columna, y por tanto el bloque i-ésimo del vector de
fuerzas del elemento e-ésimo (4.127) se sumard en el bloque ¢.; del vector de fuerzas globales
{F} en (4.129).

Notese que el ensamblaje se efectia por bloques.

Para ensamblar de forma sistemadtica tanto el vector de fuerzas como la matriz de rigidez
para el caso de elementos genéricos hay que emplear el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.3 (Ensamblaje genérico).

» Entrada: Conjunto inicial de matrices de rigidez k(®); e = 1,...,n. y vectores de fuerzas
asociados f(©); e = 1,...,n. asociados a cada elemento, y matriz de conectividad C,,. En
este caso el niimero de grados de libertad por nodo es igual a ng, , mientras que el nimero
de nodos por elemento es n,, .

= Salida: Matriz de rigidez K y vector de fuerzas F de la estructura.

Paso 1: Se inicializa el nimero de elementos n. de la estructura como el nimero de filas de
la matriz de conectividad, el niimero de nodos n,, del sistema se obtiene como el maximo
valor de la matriz de conectividad: n,, = maxc;; .

Paso 2: Inicializacién de la matriz de rigidez del sistema K = 0 de dimensiones (n,, x ng,, ny X
ng,) v del vector de fuerzas F = 0 de dimensiones (n, x ng,).

Paso 3: Se inicializa el contador de elementos n.; = 1 y se procede al ensamblaje.

Paso 4: Recorrer todos los bloques de la matriz de rigidez k(”el’k’l); VkE = 1,...,np; | =
1,...,n,, de dimensiones ng, X ng,, cuyos indices de fila y columna varfan de la siguiente
manera:

((k - 1)n9n +1: kngrw (l - 1)n9n +1: lngn)v

y sumarlos en el bloque (¢, k,Cn,, 1) de la matriz de rigidez global [K| (4.128), cuyos
indices de fila y columna varian de la siguiente manera:

((Cnelvk - 1)”91@ + 1 : cnelvkngn7 (cnelvl - 1)ngn + 1 : Cnelvlngn) ‘

Andlogamente, para el caso de las fuerzas, recorrer todos los bloques del vector de fuerzas
del elemento f(etk): Vi =1, ... , N, de dimensiones ng, , cuyos indices de fila varian de la
siguiente manera:

((k = 1)ng, +1:kng,),
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y sumarlos en el bloque ¢, ; del vector de fuerzas globales {F} en (4.129) cuyos indices
de fila varian de la siguiente manera:

((Cnelzk - 1)ngn + 1 : Cnelakngn)'

Paso 5: Sin, es menor que el nimero de elementos n, entonces incrementar n.; en una unidad
Nel < N + 1 y continuar con el Paso 4. En caso contrario el algoritmo finaliza.

En la Figura 4.33 se muestra el ensamblaje de un elemento de tres nodos (n,, = 3) y dos
grados de libertad (ng, = 2). Nétese que la matriz de rigidez del elemento n-ésimo ([k™])
tiene de dimensiones (3 x 2,3 x 2), y que se puede dividir en tres bloques de 2 x 2 asociados a
cada nodo del elemento. Particularizando para el elemento nge = 2, la informacién de los nodos
que lo componen se encuentra en la segunda fila de la matriz de conectividad C,,, de la que
se deduce que el elemento 2 lo constituyen los nodos 2, 5, y 6. A continuacién se recorren los
bloques de la matriz de rigidez elemental con los indices i,j; ¢ = 1,2,3, de tal forma que si
suponemos que ¢ = 1 y j = 2, es decir, primera fila y segunda columna de bloques, la matriz de
conectividad nos indica la posicién que ocupa dicho bloque en la matriz de rigidez global [K],
que en este caso es (2,5).

[k(”el)]
iy
Wi e Nodos 1 2 3 4 5 6 7
'21123456 1 213 4915 60 7 819 1011 12]13 14
gl (03] (€3] [eXS i
i= 5,5) (5.0 [—_ 2 | b
(5.5)] (5,6) | ee
=3 6,6) 3
Ny, =3 4
VAN
Nel =2 1 26 - ]:2 >
Cn=1]2 3 5
=1 7
3 45
5 7 6] K]

Figura 4.33: TIlustracién gréfica del ensamblaje de un elemento de tres nodos (n,, = 3) y dos
grados de libertad (ng, = 2).

Comentario 4.15 La funcion de MATLAB en la que se implementa el ensamblaje genérico es
la misma que la funcion ensam.m mostrada en Seccion 4.2.9.4. El dnico cambio se produce en
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la generacion de la matriz de rigidez del elemento [k(e)] en la que habrd de implementarse la

correspondiente al problema que se plantea.
|

Comentario 4.16 Alternativamente al ensamblaje por bloques se puede hacer un ensamblaje
(e).

elemento a elemento, en el que se recorren todas las componentes de la matriz de rigidez kij,
k2

Vi, j=1,2,...,np, X ng, y se ensamblan (suma acumulada) en la posicion:

e

[(Ce,ﬂoor(i/ngn)+1 - 1) Ngn + mOd(i’ ngn)’ (Ce,ﬂoor(j/ngn)-i-l - 1) Ngn + mOd(j’ ngn)] >

donde el operador floor(a) redondea a al entero mds pequerio y mds proximo, y el operador
mod(a,b) devuelve el resto de la division entera a/b.
|



Capitulo 5

Aplicacién del MEF en la Elasticidad Lineal

En el Apéndice A se exponen algunos conceptos bésicos de la teoria de la elasticidad lineal de
un medio continuo, en donde se muestran las ecuaciones constitutivas que relacionan tensiones
y deformaciones. En este capitulo se procede al estudio mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF) de problemas de Mecanica de Sélidos en régimen eldstico lineal en dos y tres
dimensiones mediante la utilizaciéon de elementos finitos mas sencillos.

Los elementos bidimensionales utilizados en este capitulo son:

1. Elemento triangular de tres nodos (CST).
2. Elemento triangular de seis nodos (LST).
3. Elemento rectangular de cuatro nodos.

Respecto a los elementos tridimensionales, el tinico considerado es el elemento tetraédrico de 4
nodos.

5.1. Elemento Triangular de 3 Nodos (CST)

El elemento més sencillo (en dos dimensiones) que se puede considerar es el elemento tri-
angular de tres nodos. Este adquirié gran popularidad entre los ingenieros estructurales princi-
palmente por su gran versatilidad y sencillez que, como se verd, permite expresar el proceso de
analisis elastico de estructuras bidimensionales complejas mediante un procedimiento analogo
al del céalculo de estructuras de barras. Por contrapartida tiene la limitaciéon de que el campo de
desplazamientos dentro del elemento es lineal, con lo que las deformaciones dentro del mismo
son constantes. Esto obliga, en determinados casos, a la utilizacién de mallas muy tupidas para
una respuesta satisfactoria. Debido a que la deformacién es constante en el elemento finito, el
elemento recibe el nombre de Constant Strain Triangular (CST).

5.1.1. Matriz de Rigidez del CST

En esta seccién se exponen los pasos necesarios para obtener la matriz de rigidez [k(e)]
del elemento CST para problemas de elasticidad bidimensional. La matriz de rigidez [k(e)],

analogamente a lo expuesto para el elemento de barra, relaciona el vector de desplazamientos
f(e)

ext

nodales {u(e)} con el vector de fuerzas externas aplicadas en los nodos { } de la siguiente

manera:

() = k] {u). 6)

Los pasos para la obtenciéon de la matriz de rigidez [k(e)] del elemento CST para resolver
problemas de elasticidad bidimensional son:

195
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Y 3 (x3,y3)

2 (xz,yz)

i 1 (xln)ﬁ)

Figura 5.1: Elemento triangular de 3 nodos (CST).

= Paso 1: Identificaciéon del problema. El primer paso, comin para cualquier elemento

utilizado, es la seleccién del sistema de coordenadas y la identificacion tanto del niimero
de nodos del elemento (n,,), como del nimero de grados de libertad por nodo (ng, ).

El sistema de coordenadas globales y la numeracion de los nodos del elemento se muestran
en la Figura 5.1. Nétese que la numeracion de los nodos se realiza en sentido anti-horario,
ya que el calculo del area del elemento (A) se obtiene por medio del producto vectorial de
los vectores que van del nodo 1 al nodo 2, y del nodo 1 al nodo 3, respectivamente, cuya
expresion es:

N —~ A A
1 e
A= LBAT| con { 127 (@it mm]+ Ok 52)

13 = (25 —21)i+ (g3 — y1)j + (0)k

expresion que con el sentido de numeracién seleccionado siempre es positiva. La ecuacién
(5.2) también se puede expresar en funcién de las coordenadas de los nodos de la siguiente
manera:

1

A= (1y2 —ys) — w2y — ys) + 23(y1 — 52)).- (5.3)

Los desplazamientos para cada punto dentro del elemento estan representados por el vector
{u} que consta de dos componentes asociadas, respectivamente, a una traslacién horizontal
(z) y a una vertical (v). Por tanto el nimero de grados de libertad o incégnitas por nodo
es igual a dos, tal como se muestra en la Figura 5.2, con lo cual cada nodo del elemento
tendra dos parametros nodales. Andlogamente, para el caso de las fuerzas en los nodos,
toda fuerza se puede expresar en funcién de dos componentes también asociadas a los
grados de libertad, con lo cual el vector de desplazamientos nodales {u(e)} v el vector de

fuerzas externas nodales {fe(gi} vienen representados, respectivamente, por las siguientes
expresiones:
o 9
g ;
e u ’ . el _ l“e
{u( )} = v%e) ) {femt} - (2) : (54)
2 Y2
(e) (e)
x3
[ ¥
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(e)
Jx2

Figura 5.2: Componentes de los vectores de desplazamientos y de fuerzas externas nodales del
elemento triangular de 3 nodos (CST).

» Paso 2: Seleccién de la funcién de desplazamientos {u(z,y)}. Dos aspectos im-
portantes cuando se utiliza el método de los elementos finitos para la resolucién de una
ecuacion diferencial son: 1) discretizacién del dominio, y 2) seleccién dentro de cada elemen-
to del tipo de aproximacién que se va a adoptar, para posteriormente tratar de expresarla
sélo en funcién de un numero finito de puntos del elemento (nodos), de forma que el
conocer el valor de una funcién en esos nodos seleccionados implica conocer el valor de la
funcién en cualquier punto dentro del elemento, sin més que interpolar los valores nodales.

Previo paso a la seleccién de las funciones interpolantes (o de forma) es importante re-
calcar que adoptaremos funciones polindmicas, y que sélo pueden reproducir exactamente
variaciones polindmicas de grado igual o inferior al del polinomio completo de mayor grado
contenido en dichas funciones. Obviamente, la solucién sera tanto mejor cuanto mayor sea
el grado de dicho polinomio completo. En dos dimensiones un polinomio completo de grado
n puede escribirse de la siguiente manera:

p
f(w,y)zzaxjyk; j+k<n, (5.5)
=1

donde el nimero de términos en el polinomio es

po (DY) .

De esta forma, para un polinomio lineal con tres términos (p = 3):
f(x,y) = a1 + agz + azy. (5.7)

Una vez que se dispone del polinomio es preciso saber si es un polinomio completo o no,
una forma sencilla de identificar el polinomio completo es a través del Polinomio de Pascal
que se muestra en la Figura 5.3.

Nétese que a la hora de seleccionar un elemento u otro (el tipo de aproximacién a realizar)
es preferible seleccionar elementos cuyas funciones aproximantes sean polinomios comple-
tos, ya que términos adicionales que no impliquen polinomios completos de mayor grado
no contribuyen notablemente a aumentar el grado de la aproximacién.
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polinomio completo

de grado 1 E} /1\ constante
........................ Y5 lineal
AN
2 2 .
/x xy y- ——— cuadratico
3 \ . N
/x ryoExy y cubico
Xy Xy y*— cuartico

x> x'y Xy Xyt ys'quintuple

Figura 5.3: Polinomio de Pascal en dos dimensiones.

En el caso de que las funciones que representan el campo de desplazamientos sean lineales
tienen la siguiente forma:

u(z,y) = a1+ ar+azy (5.8)
v(z,y) = g4+ asz+ agy, (5.9)
donde los coeficientes (ay; @ = 1,...,6) son constantes indeterminadas. Nétese que tanto

(5.8) como (5.9) son polinomios completos de grado 1.

Las expresiones (5.8) y (5.9) en forma matricial quedan de la siguiente manera:

o
(65
Ju ]l |1 xzy 000 Qs
Qas
ag
o de forma compacta como:
{u(z,y)} = X]{a}, (5.11)
donde:
1T 2z y 00 O
X] = 0001 z y (5.12)

Paso 3: Representacion de los desplazamientos dentro del elemento. En esta eta-
pa se pretende representar los desplazamientos dentro del elemento, {u(x,y)}, en funcién
de los desplazamientos nodales, {u(e)}, es decir, que los pardmetros {a} de la ecuacién
(5.11) quedan en funcién de los desplazamientos nodales.

Partiendo de que la funcién de aproximacién adoptada (5.10) es véalida para todos los
puntos del elemento, a continuacién se particulariza la funcién de los desplazamientos en
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las coordenadas de los tres nodos del elemento:
= uge) = a1 + a1 + a3y1 (5.13)

= Uge) = o4 + a521 + QY1

(e)

u(z1,91)

(1, 91)
u(w2,y2) = Uy = a1+ aaT2 + azye

(2, y2)

(23,93)

)

v(T1,Y1

= Uée) = a4 + 522 + QY2

= uée) = a1 + aox3 + asys

(T2, Y2

u(x3, Ys
(e _

v(zs,y3) = vy =as+ asrs+ ogys,

expresion que de forma matricial queda como:

(e _ i
“(16) 1 21 vy1 0 0 O aq
U%) 0 0 0 1 1 Y1 a9
&
Uy B 1 x5 Y2 0 O 0 (6%} . { (e)}_
S R I ROV S T VY (5.14)
u(e) 1 r3 Y3 0 O 0 Qg
o) (000 0 1 a5 y3) | ag
3

y su forma inversa:

{a} =[A]"! {u(e)} : (5.15)
donde la inversa de [A] viene dada por:

_< T2y3 > 0 < Y173 > 0 < T1Y2 > 0 ]
—Y2I3 —21Y3 —Y1ZT2

(y2—ys) 0  (ys—w1) O (y1—y2) O
1 (563 — .TQ) 0 (561 - 563) 0 (562 - 561) 0

0 (y2—wys) 0 (ys—w1) 0  (y1—y2)
0 (563 —xg) 0 (561 —563) 0 (562 —561)_

donde A es el drea del elemento triangular.

Reemplazando la expresién (5.15) en la ecuacién (5.11) se llega a la siguiente expresién:

fue,y)} = X|A] " {u®}, (5.16)
de donde se deduce que:
IN] = [X][A] Y, (5.17)

y por tanto, los desplazamientos quedan como:
fu(z,y)} = N {u}. (5.18)

Noétese que la matriz [N] nos proporciona los desplazamientos en cualquier punto dentro
del elemento en funcién de los desplazamientos nodales, y contiene las funciones de forma
del elemento:

N, 0 Ny, 0 N3 0 } (5.19)

[N]:[o Ny 0 Ny 0 N
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Figura 5.4: Funciones de forma lineales Ni(x,y), Na(z,y) v N3(z,y)) del elemento CST.

donde:
Ni(wy) = oo (el = vs) +ylas — 22) + (o2 — 2912))
Nafwy) = 5o (olys =) +yle — 73) + sy — 210m)) (5.20)
N3(z,y) = %ﬂﬂm—yﬂ+MM—wﬂ+@mn—me-

En la Figura 5.4 se muestra una representaciéon gréafica de cada una de las funciones de
forma. En ella se puede observar cémo la funcién de forma asociada al nodo ¢-ésimo es por
un lado lineal, y vale 1 en el nodo i-ésimo y cero en los demds. Ademds se cumple que la
suma de las mismas es Z?Zl N; = 1 en todos los puntos del dominio del elemento.

Comentario 5.1 Ndtese que N1, No y N3 son andlogas a las funciones interpoladoras de
Lagrange lzgnfl)(z) de grado (n—1) =1 cuya expresion genérica se da en (2.80), y pueden
obtenerse empleando coordenadas de drea de la siguiente manera:

Ay Ay As
N, = 2L, - 2. 0N, = 3 5.21
! 247 7 24" P 24 (5:21)
donde las dreas se calculan mediante la formula del simplice en dos dimensiones:
z y 1 R 1 11z v 1 AR 1
A1=§ T2 Y2 1 ;AQZ— T3 y31 ;Agz— 1 Y1 1 ,A:§ T2 Y2 1]. (522)
r3 y3 1 r1 Yy 1 x2 Y2 1 xr3 Y3 1
|

Definicién 5.1 (Simplice). Se define como simplice en el espacio n-dimensional aquella
entidad geométrica perteneciente a ese espacio que es capaz de generar un hipervolumen
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en esa dimension distinto de cero con el menor numero de puntos n+ 1. Su hipervolumen
V™) en funcién de las coordenadas de esos puntos se calcula mediante la férmula:

11 T2 0 Tip 1
1| z21 Tog 0 Top 1

po - 1| : o (5.23)
Tp41,1 Tngl,2 °° Togin 1

donde x;; es la coordenada j-ésima del nodo o punto i-ésimo que compone el simplice.
|

= Paso 4: Establecimiento de la relacién deformacién-desplazamiento dentro del
elemento. Dado que en las ecuaciones de la elasticidad intervienen las deformaciones es
preciso relacionar para un elemento dado, las deformaciones {e (z,y)} con los desplaza-
mientos nodales {u(e)}.

En la teoria de la elasticidad lineal, para problemas tanto de tensién plana como de de-
formacién plana, ver Apéndice A, la expresion que permite relacionar las deformaciones
{e (z,y)} con los desplazamientos es la siguiente:

Ou
s ox
v
{e(zy)t=9 & ¢ = y : (5.24)
R T
dy Oz
que de forma matricial queda como:
A
s ox 5
u
Ey = 0 ay { v } (5.25)
[ 9y Ox |

Sustituyendo el vector desplazamiento {u (z,y)} por [N] {u(e)} (véase la ecuacién (5.18))

se obtiene:
-y -
— 0
c Oz
v 0
o =0 5 [N]{u(e)}, (5.26)
ey o 9
| 9y Ox |
y por tanto:
ON ON. ON.
£o Tz 0 Tz 0 T 0
qog=| 0 @i oo oo om | fu@l} (5.27)
Ty ON1 ONi : ANy 9Na : ON3 ON3

oy ox : oy or : oy or
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Si en la expresion anterior, a la matriz que contiene las derivadas de las funciones de forma
se la denota como [B] = [B; ; Bs ; Bgs], se puede obtener el campo de deformacién como:

{e(@.y)} =Bl {u}, (5.28)

que permite expresar las deformaciones dentro del elemento en funcién de los desplaza-
mientos nodales.

Paso 5: Establecimiento de la relacion tensién-desplazamiento dentro del ele-
mento. Andlogamente a lo que ocurria para la deformacién-desplazamiento, para resolver
el problema elastico es necesario establecer una relacién entre la tensién en el elemento
{o(x,y)} vy los desplazamientos nodales {u(e)}.

Si se considera un material homogéneo, eldstico, lineal e isétropo, la relacién tension-
deformacién viene dada por la siguiente expresion:

(o)} =Dl {e@y)}: 4 oy b=DI{ & b, (5.20)
Try Yxy

donde la matriz constitutiva eldstica, [D], con las propiedades eldsticas (mecénicas) del
material, tal y como se muestra en el Apéndice A, depende del tipo de problema:

e Tensién plana:

B 1 v 0
D] = v 1 0 . (5.30)
L=v2 |, 0=
2
e Deformacién plana
1 = 0
E(]l— 1—v
[D] = u-v) = 1 0, (5.31)
(1+V) (1_21/) 0 0 (1-2v)
2(1-v)

donde F es el médulo de elasticidad longitudinal o Médulo de Young, y v es el coeficiente
de Poisson.

Sustituyendo (5.28) en (5.29) se obtiene la siguiente expresién:

{o(@.y)} = D] [B] {u}, (5.32)

que nos permite expresar la tensiéon en cualquier punto del elemento una vez conocidos los
desplazamientos nodales.

Paso 6: Establecimiento de la relacién fuerzas-desplazamientos nodales. El 1lti-

mo paso para obtener la matriz de rigidez del elemento CST consiste en establecer la
f(e)

ext} y el desplazamiento nodal {u(e) }, precisamente esa relacién

relacion entre la fuerza {
viene dada por la matriz de rigidez del elemento {k(e)}.

Aplicando el Teorema del Trabajo Virtual, imponemos unos desplazamientos virtuales
{ﬁ(e)} en los nodos del elemento de forma que el trabajo externo total, que viene dado

por la expresion:
Wer = {09} {19}
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ha de ser igual al trabajo interno total, que se obtiene mediante la expresion:

Wi = / (e, 9} {o(@.y)} v, (5.33)
Vv

donde {o} y {€} son las tensiones internas y las deformaciones virtuales, respectivamente.

Las deformaciones virtuales se pueden relacionar con los desplazamientos nodales virtuales
utilizando (5.28), de forma que:

{e(@,y)} = B] {a}. (5.34)

A continuacién es posible reemplazar en la expresion del trabajo interno (5.33) el valor de
{&(z,y)} de la expresién anterior, y la tensién dada por (5.32) resultando en:

Wit = / {[B] {ﬁ(e>}}T D] [B] {u<e>}dv

v

_ / {ﬁ(e)}T[B]T D] [B] {u<e>}dv.

\%4

Dado que tanto los desplazamientos virtuales como los desplazamientos nodales son cons-
tantes, éstos pueden salir de la integral con lo que se obtiene:

Wi = {2} / B]” (D] Blav | {u}

\%

Igualando el trabajo externo con el interno We,y = Wiy, se llega a:

a0} i) = a0} / B]” (D] Blav | {u}. (5.35)

|4

y eliminando los desplazamientos virtuales de ambos miembros se obtiene la relacién entre
las fuerzas nodales y los desplazamientos nodales dentro del elemento:

{£0} = | [ 1" Dy Blav | {u}. (5.36)

\%

que de forma compacta queda como:

{6} = k@] {u@}, (5.37)

donde [k(e)} es la matriz de rigidez del elemento, que es igual a:
[k@)] - / [B)” [D] [B]dV. (5.38)
%

Comentario 5.2 FEs importante enfatizar que la matriz de rigidez de cualquier otro ele-
mento tiene la misma estructura que la matriz de rigidez de la expresion (5.38). [ |
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Si se particulariza para el tridngulo de deformacién constante (CST) y se sustituye la
matriz [B] dada por la ecuacién (5.27), queda de la siguiente manera:

] - |

que al multiplicar bloque a bloque queda como:

By]"

[B]" | [D][[B1]:[Bo]; Bs] dV, (5.39)

Bs]"

(B1)” (D] (B1] [B)” [D][B2) [B1]” D) [By]
K9] = [ | Ba" DI[B:] [Bo)" [D)[B] [Baf” D] [By] | V. (5.40)
v | Bs]7[D)[B1] [Bs]” (D] [B2] [Bs)” [D] (B

Adicionalmente, se puede descomponer la integral de volumen (5.38) en una integral de
linea segun la direccién del espesor del elemento (eje z) y en una integral de érea, con lo
que la expresién de la matriz de rigidez queda como:

k) = / / B]” [D][BldA b d, (5.41)

z A

de forma que si consideramos el espesor en todo el elemento constante (t) resulta:

[k@)} — / B]” [D] [B]dA. (5.42)
A

Es importante recalcar que la matriz [D] es constante en todo el elemento para el caso de
elasticidad lineal y depende del tipo de material, por contra, la matriz con las derivadas
de las funciones de forma [B| puede ser dependiente de las coordenadas (z,y) en funcién
de la solucion elegida para cada elemento. En estos casos la matriz de rigidez se puede
obtener integrando analiticamente si las expresiones son sencillas, o mediante las técnicas
de integracién numérica revisadas en el la Seccién 2.3 (pagina 50) en caso contrario.

Una de las ventajas del elemento CST es que la matriz [B] es constante en todo el elemento,
es decir, que las deformaciones son constantes. Por tanto la expresién (5.42) se puede simplificar
considerablemente porque el producto de matrices, al ser constante, puede salir fuera de la
integral con lo que se llega a la siguiente expresién:

[k@] —tA[B]” D] [B], (5.43)

donde A es el drea del elemento finito.

Comentario 5.3 Siempre que la numeracion de los nodos dentro del elemento esté en sentido
anti-horario, el drea resultante del elemento serd positivo (A > 0). [ |

Partiendo de la expresién (5.20), la matriz [B] se puede expresar de la forma:

bl 0 ‘ bg 0 ‘ bg 0
[B] = 0 C1 | 0 C2 | 0 C3 5 (544)
g b ‘ co by ‘ C3 b3
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donde los coeficientes b;, ¢;; @ = 1,2, 3, vienen dados por las siguientes expresiones:

bi = (y2 — y3); by = (Y3 — Y1) ; bz = (y1 — ¥2); (5.45)
1 = (x5 — xz2) ; ey = (x1 — x3); c3 = (x9 —zl). )

La matriz constitutiva eldstica queda con la siguiente estructura:

Dy Dy 0
D]=| Dy, D; 0 (5.46)
0 0 Dy

donde los pardametros D1, Do y D3 dependen de si el tipo de problema es de tension o deformacion
plana (véase la Seccién A.1.5, Apéndice A):

= Tension plana:

E vE E
Dy = Dy = = . 4
L - T A Y ) (5.47)
= Deformacién plana:
E(1 - E E
p = Fl=-v) v D = (5.48)

A+v)(1-2v) A+v)(1—20) ° 2(1+v)
Sustituyendo las expresiones (5.44) y (5.46) en la ecuacién (5.43) se obtiene la matriz de

rigidez del elemento triangular CST de espesor constante:

BRI O O
Mk )
] - 5 | 49
k44 k45 k46
Sim. KO gl
_ ko |

donde los coeficientes de la matriz son:

ki1 = c3D3 + b2 Dy; k12 = biDacy + c1D3by; k13 = b1 D1ba + c1D3ca;
k14 = b1Daco + c1D3by; k15 = b1 D1bs + c1D3c3;  kig = by Dacs + ¢1D3bs;
ko = 2Dy + b2 D3; ka3 = c1Daba + b1 D3ca;  koy = c1Dica + b1 D3ba;

kos = c1Dabg + by Dycs;  kog = c1Dycg + by Dsbs; kg3 = ¢3D3 + b3Dy;
k34 = baDaco + caD3by; k35 = baD1bs + caD3c3;  k3g = baDacs + caD3bs;
ks = 3Dy + b3Ds; ka5 = c2aDabs + baD3cs;  kyg = caDycg + baD3bs;
k‘55 = C%Dg + b%Dl; k‘56 = b3D263 + 63D3b3; k66 = C%Dl + bng.

5.1.2. Vector de Fuerzas Externas Nodales Equivalente del Elemento CST

Dado que la relacién fuerza-desplazamiento para el elemento CST viene dada por la ecuacién

ezt}, es preciso definir cémo se obtiene ese

(5.1), en la que intervienen el vector de fuerzas {f ()
vector de fuerzas para distintas acciones que puedan intervenir.

Previo paso a la obtencion de ese vector de fuerzas se definen los tipos de fuerzas que vamos
a considerar en el estudio:
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1. Fuerzas masicas. En este grupo se engloban todas aquellas fuerzas que actian en todo
el volumen del elemento, tales como las fuerzas gravitacionales, fuerzas eléctricas, y las
magnéticas. En el caso de Mecanica de Sélidos sélo se estudiaran los efectos provocados
por las fuerzas masicas de tipo gravitatorio, que en el espacio bidimensional se representan
de la siguiente manera:

w-{5}-{4)

donde p; y py son fuerzas por unidad de volumen, b, y b, son fuerzas por unidad de masa
y p es la densidad de masa del material.

2. Fuerzas debido a deformaciones iniciales. En este caso son fuerzas que actdan en el
elemento debido a deformaciones iniciales {€¢} independientes de las tensiones, que tienen
su aparicién por fenémenos de retraccion, cristalizacion, variaciones de temperatura, etc.
Son deformaciones que producen tensiones {6} cuya relacién con las deformaciones viene
dada por la siguiente expresion:

{o} = [D]{eo}, (5.51)
donde [D] es la matriz constitutiva.

3. Fuerzas de superficie. En este grupo se engloban todas aquellas fuerzas que actian en
las caras de los elementos. Se representan por la funcién [P].

El objetivo del método de los elementos finitos es transformar el problema continuo a discreto
considerando solo fuerzas y desplazamientos nodales, por tanto, es ineludible la transformacion
de las fuerzas, tanto maésicas, como producidas por deformaciones iniciales, como superficiales, a
fuerzas directamente aplicadas en los nodos. Para ello se trata de encontrar unas fuerzas nodales
cuyo efecto sea equivalente al efecto de las anteriores. Esto se consigue imponiendo que el trabajo
de las fuerzas externas en ambos casos sea el mismo.

Supuestos unos desplazamientos y unas deformaciones virtuales ({ti(z,y)},{€}) en el elemen-
to, el trabajo de las fuerzas externas W,,;, mencionadas anteriormente, se obtiene de la siguiente
manera:

Wt = Z (i, )7 (b} dV + Z (i, 9))7 (P} dS + g (&} {o}av. (5.52)

Sustituyendo en la expresion anterior los desplazamientos y deformaciones virtuales por
expresiones andlogas a (5.18) y (5.28), respectivamente, el trabajo de las fuerzas externas queda
como:

Wt = {ﬁ<e>}T /[N]T{b} dV+/ [N]T{P}ds+/[B]T D] {eo} dV | , (5.53)

|4 S \%

donde {ﬁ(e)} son los desplazamientos virtuales en los nodos. Esta expresién supone, al igual que
para el calculo de la matriz de rigidez, que los desplazamientos varian segin una funciéon que
coincide con las funciones de forma [N].

La expresion (5.53) se puede reescribir de la siguiente manera:

Went = {ﬁ(e>}T {7} +{e} + {£}], (5.54)
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donde {fée)} , {fé?} y {ft(e)} son las fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas masicas, a las
deformaciones iniciales, y a las fuerzas de superficie, respectivamente.
f(e)

ezt} , estd consti-

Conclusidn, el vector de fuerzas nodales equivalente del elemento CST, {

tuido por las siguientes componentes:

[0} = {87} + {e} + {£} (5.55)

En los apartados siguientes se obtienen expresiones explicitas particularizadas para el elemento
CST.

5.1.2.1. Fuerzas Nodales Debido a las Fuerzas Madasicas

La expresion del vector de fuerzas masicas equivalentes (véanse las ecuaciones (5.53) y (5.54))
es:

{59} = / N| {b} aV, (5.56)
|4

y considerando el tipo de aproximacién dado por la ecuacién (5.17) se obtiene que:

£V = [ (AT [X]” {b}dV. (5.57)
{f0} = [1a
14

Si el espesor del elemento es constante e igual a (¢), y dado que la matriz [A] es constante
en el elemento, la integral de volumen se transforma en una integral de area de la forma:

{fge>} :t[A—l]T/[X]T{b} dA (5.58)
A

en la que sustituyendo la matriz [X]” por su valor:

1o
x 0
e\ _ -7 y 0O Pz
{fb}_t[A] / b {py}dA. (5.59)
Al 0 =z
L0 vy |

Integrando (5.59) y teniendo en cuenta que:

A= /dA ; /dizsccA ; /ydAzycA (5.60)

A

donde A es el drea del elemento, y (x., y.) son las coordenadas del centroide (centro de gravedad)
del elemento CST, dadas por:
1+ X2 + 3 Y1 t+y2t+ys
LTe=—"""%5 Y =775
3 3
se llega a la expresién cerrada del vector de fuerzas masicas equivalente:

Ps
xCpm
{f,ff)} =t[A]" y;zz , (5.61)
LcPy
| YeDy |
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o

b - fuerzas masicas(gravitatoria)

Figura 5.5: Fuerzas masicas gravitatorias que actiian en un elemento triangular.

0, en funcién de las coordenadas nodales:

[ (ze(y2 — y3) + ye(zs — 22) + T2y3 — Yox3) P
(e(y2 — y3) + Ye(r3 — 72) + T2Y3 — y2333)Py
{f(e)} _ | (@elys — 1) + ye(@1 — x3) — 21y3 + Y123) Po (5.62)
b 2 | (ze(yz —y1) +ye(®1 — 23) — 21Y3 + Y123) Py ’
(xe(y1 — yot) + ye(x2 — 1) + T1Y2 — Y172) Do
L (ze(y1 — y2t) + ye(22 — 1) + T1Y2 — Y122) Py |

Si se tienen en cuenta las coordenadas del centro de gravedad (z¢,y.) y el drea del tridngulo

(5.3), la expresién anterior queda como:
e T

by
tA | p

f(e)} _ - T . 5.63
=51 (5.6

Pz
| Py

la fuerza mésica que mas se utiliza en ingenierfa civil es la gravitacional (véase la Figura 5.5),
que en las proximidades de la superficie de la tierra viene dada por la expresién:

{b} = { i: } ={ _(;g } (5.64)

donde g = 9,81m/s? es la aceleracién de la gravedad, la ecuacién (5.63) se transforma en:

0

—Pg
tA 0

{fg@}:? o | (5.65)

0
L — P9 ]
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5.1.2.2. Fuerzas Nodales Debido a Deformaciones Iniciales

La expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes debido a deformaciones iniciales
(véanse las ecuaciones (5.53) y (5.54)) es:

(£} = / B]" D] {eo} V. (5.66)
1%

Generalmente, las deformaciones iniciales se deben a variaciones de temperatura, asi el vector
deformacién inicial ({€¢}) depende de si el problema es de tensién plana, o de deformacién plana:

1. Estado de deformacién plana. En este caso las deformaciones iniciales vienen dadas

por:
Exo 1

{eo} =19 €y p=0+v)aAT{ 1 (5.67)
Tzyo 0

donde a(1/°C) es el coeficiente de dilatacion térmica, AT es la variacién de temperatura
que sufre el cuerpo en grados centigrados (°C), y v es el coeficiente de Poisson. Nétese que
la variacion de temperatura solo produce deformaciones normales.

Reemplazando el valor de las matrices [B] (véase la ecuacién (5.44)), y [D] para el caso de
deformacién plana (5.31) se llega:

bl 0 C1
(e) 1 l? C()l il 1
e _ - 2 2
{feo } =5il 0 o b |DIQ+r)eAT é /dV, (5.68)
bg 0 C3 v
L 0 3 b3 |

que al considerar el espesor constante queda como:

by
C1

() _ EtaAT b
{ €o } C2(14+2w) | e | (5.69)
b3

c3

2. Estado de tensién plana. En este caso, las deformaciones iniciales producidas por un
incremento de la temperatura vienen dadas por la expresion:

Exzo 1
{eo} =19 €uo =aAT < 1 3. (5.70)
TVzyo 0

Reemplazando las deformaciones en la integral (5.66), y sustituyendo el valor de las ma-
trices [B] y [D] para el caso de tensién plana se llega a la siguiente expresién:

b1 0 C1
(e) 1 l? 001 il 1
e _ - 2 2
{fso}_ 53| 0 o b |[DlaAT (1) /dV, (5.71)
b3 0 C3 v
[ 0 ¢33 b3 ]
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P(é’)

P(?)

i

(e)
R\'i

Figura 5.6: Fuerzas de superficie que actiian en un elemento triangular.

que al considerar el espesor constante queda como:

by
1
{fé-e)} _ EtaAT | by

0 2(1—v) | ¢
b3
C3

(5.72)

5.1.2.3. Fuerzas Nodales Debido a las Fuerzas de Superficie

El vector de fuerzas de superficie nodales (véanse las ecuaciones (5.53) y (5.54)) es:

{f,fe)} - / N]" [P ds (5.73)

S

donde la integral se extiende a lo largo de la superficie lateral del elemento, siendo [N] la funcién
de forma que representa la variacién de la fuerza en el contorno considerado. En este caso sélo se
considera el caso en el que la fuerza de superficie varie linealmente a lo largo de toda la superficie
lateral en la que se aplica, tal y como se muestra en la Figura 5.6.

Si consideramos un nuevo sistema de referencia representado por z, colineal con el lado ij
en el que se aplica la fuerza, y positivo en el sentido del nodo ¢ al nodo j, podemos expresar el
valor de las fuerzas de superficie (P, P,) en cualquier punto del lado ij en funcién del sistema
local de coordenadas (x) (polinomio de Lagrange lineal en una dimensién) mediante la relacion:

Py(x) =0B3+xBy

donde f3;; i = 1,...,4, son constantes a determinar. En forma matricial la expresién anterior
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queda como:

B
P(z) | |1 = 0 0 B2
{Py(x)}_[() 0 1 x] Bs |’ (5.75)
B
Para obtener los coeficientes 3;; i = 1,...,4, se parte de los valores de las fuerzas de superficie

en ambos extremos del contorno (datos). Como la relacién (5.75) es valida para todo el contorno
también es vélida para los extremos, por tanto:

Ps%f; 100 0 5

P 100 1 0 3

Ol e R AR (5.76)
e 1 L

P 00 Ba

donde L es la longitud del contorno ij considerado. Tomando la relacién inversa se obtienen los
valores de los coeficientes como:

By I 0 0 0 Pa%f;
1 — ¢
B _ 1 L 0 , L 0 Py, (5.77)
Bs 2| 1 -L* 0 0 pY
Sustituyendo (5.77) en (5.75), se obtiene:
12 0 0 0 P Py
{Pz}_—_l[1xoo} L 0 —-L 0 P N B (5.78)
P, 2000 1 = 1 —-L* 0 0 Py P '
0 L 0 -—-L
A i
donde [N] contiene las funciones de forma supuesta una variacion lineal de las fuerzas:
i [NMo0o Ny, 0] |[ER o 2z g
[N] = [ 0 Ny 0 N, ] = [ 0 (L) o =z (5.79)
L L
Sustituyendo el valor de la fuerza de superficie (5.78) en (5.73), se obtiene:
o A -
0 )
L e | [e-w v Ery
(e) 0 0 - 0 P(e)
{f } - L L vi | s, (5.80)
t x (L—ux) x plo
S| L V 0 . Yz ©)
0 x Py,
L L
que al multiplicar matricialmente suponiendo un espesor constante resulta en:
., pr%f; + N1N2P%§§
N2P + N\N,P¢
{fée)} :t/ 1y (; P2 | da, (5.81)
0 NlNQPxi +N2sz

v v p© 4 N2 plo)
NiN,P + N3P
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_ I — _
donde N; = ( * y Ny = % son los polinomios de Lagrange lgo) y léo), respectivamente.

Integrando a lo largo del contorno en (5.81), se llega a :

[ 2P 4+ P ]
© , ple)
20,0 + Py

oy tL | pO L opl)
{f,f )} == P’ + 28, (5.82)

Comentario 5.4 Ndtese que las fuerzas superficiales estdn asociadas a contornos laterales del
elemento. En caso de que haya varios contornos del elemento en los que actian fuerzas, hay que

sumar la contribucion de cada uno de ellos.
[ ]

5.2. Analisis de Estructuras Bidimensionales Elasticas

Una vez obtenidas las ecuaciones del MEF para problemas de elasticidad bidimensional
particularizadas para un elemento y un tipo de aproximacién, se ha de proceder a la resoluciéon
global del problema. Como ya se vio en el Capitulo 1, la resolucién de un Problema de Valor
de Contorno (PVC) mediante el método de los elementos finitos consta de las siguientes etapas
(véase el diagrama de flujo mostrado en la Figura 5.7):

1. Discretizacion del dominio. El primero paso consiste en dividir el dominio de estudio
en subdominios (elementos) en los cuales las ecuaciones en derivadas parciales son también
validas.

2. Ecuaciones del MEF para el elemento. Una vez seleccionado el tipo de elemento
con el que discretizar, y la forma de la soluciéon en el dominio del elemento, es preciso
calcular tanto la matriz de rigidez del elemento ({k(e) }), como el vector de fuerzas externas

€ . . .
({féz%}) En las secciones anteriores se calcularon para determinados elementos.

3. Obtencion del sistema discreto. Una vez obtenidas las matrices de rigidez de cada uno
de los elementos y el vector de fuerzas externas, es preciso proceder al procedimiento de

ensamblaje:
Nel Nel
K= Ao (P = £+ A (5.83)

donde [K] es la matriz de rigidez global del sistema, {F..} es el vector de fuerzas externas
global, {F.} es el vector de fuerzas externas aplicadas directamente en los nodos (véase la
Figura 5.8).

Nétese que el simbolo A representa el operador de ensamblaje. Siendo éste el mismo que
el mostrado en la Seccion 4.3, pagina 190. De esta forma es posible establecer una relacién
entre fuerzas externas nodales del sistema y los desplazamientos nodales de la siguiente
manera:

{Fept} = [K]{u}. (5.84)
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@

Datos de Entrada = Montar vector de cargas
= Aplicar las condiciones de
} contorno
Geometria
Propiedad de los materiales ﬂ
Cargas Resolver Sistema de Ecuaciones
Condiciones de contorno (Obteniendo asi los desplazamientos)

I

Obtencion de las tensiones y fuerzas
ZError en los datos de internas globales
entrada? = (bucle en los elementos)

° U
@ = Obtener la matriz de rigidez del
Obtencion de la Matriz Tangente Global elemento

(bucle en los elementos) = Ensamblar en el vector de fuerzas

internas globales

Si ;
= Obtener la matriz de rigidez del ".Hay of";
elemento e
= Ensamblar en la matriz global
No ﬂ
ﬂ [ Grabar resultados }
Si ¢Hay otro
elemento? @

v 5

Figura 5.7: Diagrama de flujo del programa de elementos finitos (MEF) para resolver problemas
de elasticidad bidimensional.

4. Introduccién de las condiciones de contorno. Andlogamente a lo que sucedia en los
sistemas unidimensionales en el espacio bidimensional (Seccién 4.2.7), la matriz de rigidez
[K] efectivamente contiene la informacién del comportamiento deformacional eldstico del
sistema en equilibrio, pero si se trata de resolver el sistema (5.84) con los métodos tradi-
cionales (Gauss, LU, Cholesky) aplicables sélo a sistemas compatibles determinados, no
se podria resolver ya que se trata de un sistema compatible indeterminado con infinitas
soluciones. Asi pues, es preciso introducir las condiciones de contorno que garanticen el
equilibrio e impidan el movimiento de sélido rigido del cuerpo, de esta forma el sistema
(5.84) se transforma en un sistema compatible determinado con una tnica solucién que se
puede resolver mediante cualquiera de los métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales disponibles.

Afortunadamente, el procedimiento para modificar el sistema (5.84) de forma que se in-
troduzca la informacion de las condiciones de contorno para elasticidad bidimensional es
el mismo que en el caso de estructuras de barras en el espacio bidimensional (véase la
Seccién 4.2.7).

5. Resolucion del sistema. Una vez modificado el sistema discreto se procede a su resolu-
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Figura 5.8: Representaciéon grafica de las fuerzas concentradas aplicadas directamente en los
nodos de la discretizacién.

cioén, con lo cual se obtienen los desplazamientos nodales solucion:
{u} - [K]il {Fezt} . (585)

6. Calculo de las tensiones y fuerzas internas globales. Una vez obtenidos los de-
splazamientos nodales globales solucién, se pueden calcular las tensiones en cada uno de
los elementos en funcién de sus desplazamientos nodales mediante la relacién:

{o(z.y)} = D] [B] {u®} (5.86)

Empleando la relacién fuerzas nodales-desplazamientos nodales dada por la expresion
(5.36), se pueden calcular las fuerzas internas nodales en cada uno de los elementos de
la discretizacién de la siguiente manera:

{£0} = | BT s | {ue} 6.57)

v

[B]” [D] [B] {u<e>} v

B]" {o(x,y)} dV. (5.88)

< S— S Y—

para el cdlculo de las fuerzas internas globales del sistema ({F,;}) basta con ensamblar
las fuerzas internas de cada uno de los elementos:

Nel

{Fint} = A [£1)). (5.89)

e=1 int
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Nodos T; Ui
1 V3 1

Vv3/2 1

V3/2 1/2
0

2
3
4
) 0 1

Tabla 5.1: Coordenadas globales de los nodos del Ejemplo Computacional 5.1.

Elemento Nodos Globales
Locali Localj Local k
1 1 2 3
2 5 3 2
3 5 4 3

Tabla 5.2: Conectividades de los elementos de la discretizacién del Ejemplo Computacional 5.1

7. Célculo del residuo. Por 1ltimo, se calcula el residuo o diferencia entre los vectores
fuerzas externas globales y las fuerzas internas globales:

{AR} = {Fe:vt} - {ant} . (590)

Comentario 5.5 Notese que para problemas eldsticos, como es nuestro caso, el residuo es cero
{AR} = {0}.
|

Ejemplo ilustrativo 5.1 (Elasticidad bidimensional empleando elementos triangu-
lares CST). Considérese la viga de espesor constante e igual a ¢ = 1,0 mostrada en la Figura
5.9, que estd constituida por un material eldstico de propiedades £ = 1,0 y v = 0,3. La informa-
cién de las conectividades de los elementos, asi como las coordenadas de los nodos se muestran
en las Tablas 5.1 y 5.2, respectivamente. Se pide:

1. Obtener la matriz de rigidez y el vector de fuerzas globales suponiendo que los elementos
de la discretizaciéon son CST.

2. Calcular los desplazamientos nodales solucién.

3. Obtener las tensiones, deformaciones, y fuerzas internas tanto en los elementos como en
la viga. ;Es el residuo nulo?

Solucién:
El procedimiento de resolucién teniendo en cuenta que se trata de un estado de tensién plana,
consta de las siguientes etapas:

1. Calculo de las matrices de rigidez de cada elemento. Para el calculo de la matriz
de rigidez de cada elemento, se utiliza la expresion (5.49), de esta forma para el elemento
1, las coordenadas de los nodos son:

Numeracion
local v y
1 r1=V3 y =1
2 To = @ y2 =1
3 r3 = § ys =3
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2

V3 V3
2

2N
IN

\ 2

ORIO=gl

Figura 5.9: Discretizaciéon de una viga en elementos triangulares.

Por tanto los parametros b;, c;; i = 1,2, 3 valen:

bi=2—ys)=3% br=(ys—y)=—-3  bz3=(y1— 1) =0;
c1 = (z3 —x2) = 0; 02:(1'1—1‘3):@; c;;z(xg—xl):—@,

mientras que el drea del elemento es A = 0,2165.

Los pardmetros D1, Dy y D3 de la viga, caso de tensién plana, se obtienen de (5.47), con
lo que aplicando la férmula (5.49) con todos estos valores se obtiene la matriz de rigidez
del elemento 1:

[0,31723 0 —0,31723  0,16484 0 —0,16484 T
0,11103 0,19231 —0,11103 —0,19231 0
1] — 0,65031 —0,35714 —0,33309 0,16484
1,06271  0,19231 —0,95168
Sim. 0,33309 0
0,95168

La contribucién de cada elemento de la matriz de rigidez 1 en la matriz de rigidez global,
dada por la informacién de la conectividad (véase la Tabla 5.2), es en forma matricial:

[ (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) ]
(2,2) 53; §2,4; 22,5; §2’6§
3,3) (3,4 (3,5) (3.6
(4,4) (4,5) (4,6) |’ (5.91)
Sim (5,5) (5,6)
- (6,6) ]

donde cada elemento indica la posicién (i,7) de la matriz de rigidez global en la que se
suma cada término de la matriz de rigidez del elemento.
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Para el elemento 2, las coordenadas de los nodos son:

Numeracion .
local Y
1 Ty = 0 Ys = 1
2 rg=Y2 =1
3 rp= =1

Por tanto los parametros b;, c;; ¢+ = 1,2, 3 valen:

bi=(y2—y3) =—%  ba=(ys—y1) =0; b3 =(y1 —y2) =1
a1 = (23 — 22) = 0; 02:(951—@3):_@; C3=($2—$1):§

)

mientras que su area es A = 0,2165.

Aplicando la férmula (5.49) con todos estos valores se obtiene la matriz de rigidez del

elemento 2:
[ 0,31723 0 0 0,16484 —0,31723 —0,16484 T
0,11103 0,19231 0 -0,19231 —-0,11103
[k(g)] _ 0,33309 0 —0,33309 —0,19231
0,95168 —0,16484 —0,95168
Sim. 0,65031 0,35714
i 1,06271

La contribucién de cada elemento de la matriz de rigidez 2 en la matriz de rigidez global,
dada por la informacién de la conectividad (véase la Tabla 5.2), es en forma matricial:

[ (9,9) (9.10)  (9.5)  (9.6) (9,3) (9,4) T
(10,10) (10,5) (10,6) (10,3) (10,4)

(5,5) (5,6) (5,3) (5,4)
(6,6) (6,3) (6,4) |- (5.92)
(4,4) |

Por 1ltimo, para el elemento 3, las coordenadas de sus nodos son:

Numeracion -
local Y
1 x5 =0 ys =1
2 T4 = 0 Yg = 0
3 r3 = @ Ys =3

Los parametros b;,¢;; i = 1,2,3 valen:

b=(p—y)=—3 b=Wy—-n)=-14 by = (y1 — y2) = 1;

clz(xg—xg):§; 02:(361—303):—@; c3 = (xzg —21) =0,

w

mientras que el area del elemento 3 es A = 0,43301.
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Aplicando la férmula (5.49) con todos estos valores se obtiene la matriz de rigidez del
elemento 3:

[ 0,32516 —0,17857 —0,00793 —0,01374 —0,31723 0,19231
0,53135  0,01374 —0,42032 0,16484 —0,11103
1) = 0,32516  0,17857 —0,31723 —0,19231
0,53135 —0,16484 —0,11103
Sim. 0,63445 0
I 0,22206

La contribucién de cada elemento de la matriz de rigidez 3 en la matriz de rigidez global,
dada por la informacién de la conectividad (véase la Tabla 5.2), es en forma matricial:

F(9,9) (9,10) (9.7 (9.8) (9.5) (9,6) ]
(10,10) (10,7) (10,8) (10,5) (10,6)
7.7 (1.8) (T.5) (7.6)
(8.8) (8.5 (8.6) (5.93)
Sim. 5.5 (5.6
i (6,6)

. Una vez obtenidas las matrices de rigidez de cada uno de los elementos se procede al

ensamblaje de la matriz de rigidez global, y del vector de fuerzas nodales. Si se adoptan
los simbolos:

® - elementos de la matriz de rigidez 1
A - elementos de la matriz de rigidez 2

®  _ clementos de la matriz de rigidez 3

y se ubican en la matriz de rigidez global en las posiciones indicadas por las matrices
(5.91), (5.92) y (5.93), respectivamente, se obtiene la siguiente matriz:

1i283 14005 6 (7:80 9 10

1@ ® ® i ®  © ®

2 el e e e e T

31 eA ®A ®A  ®A A A

ATTTTTTTTeA TeA oA T TTTTTATA

'§"m”m”m“m"m"*éKUW@KG"B"i"K;”mi
[K] - 6| T cre e wireAw

-

-

10

cuyos valores numéricos son:
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Andlogamente se procede al ensamblaje del vector de fuerzas globales:

Grado de libertad

W N

NN N N N N N N
©O© 00 3 & Ot
— N N N

—~
[
o

)

= {F}.

De esta forma ya se estd en disposicion de plantear el sistema discreto:
{F} = [K] {u}.

3. Previo paso a la resolucién del sistema anterior, que tiene infinitas soluciones, es necesario
introducir la informacién de las condiciones de contorno. En este caso los desplazamientos
de los nodos 3 y 4 son nulos:

U4
U4
Uus
Us

0

o O O

[ 0,317226 0,000000—-0,317226 0,164835 0,000000—-0,164835 0,000000 0,000000 0,000000 0,0000007
0,000000 0,111029 0,192308-0,111029-0,192308 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
—0,317226 0,192308 1,300624 0,000000—-0,666173 0,000000 0,000000 0,000000—0,317225-0,192308
0,164835—0,111029 0,000000 2,125409 0,000000—1,903352 0,000000 0,000000—0,164835—0,111029
0,000000-0,192308-0,666173 0,000000 1,300624 0,000000—0,317225-0,164835—-0,317225 0,357143
—0,164835 0,000000 0,000000—1,903352 0,000000 2,125409-0,192308-0,111029 0,357143—0,111029
0,000000 0,000000 0,000000 0,000000-0,317225-0,192308 0,325156 0,178571—-0,007931 0,013736
0,000000 0,000000 0,000000 0,000000-0,164835—-0,111029 0,178571 0,531353—0,013736—0,420324
0,000000 0,000000—-0,317225-0,164835—-0,317225 0,357143—0,007931—-0,013736 0,642381—0,178571
0,000000 0,000000—-0,192308-0,111029 0,357143—-0,111029 0,013736—0,420324—0,178571 0,642382

(5.94)

Si se eliminan las filas y columnas asociadas a los grados de libertad 7, 8, 9 y 10, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones:

0,317226 0,000000—-0,317226 0,164835 0,000000—0,164835
0,000000 0,111029 0,192308—-0,111029—-0,192308 0,000000
—0,317226 0,192308 1,300624 0,000000—0,666173 0,000000
0,164835—-0,111029 0,000000 2,125409 0,000000—1,903352
0,000000—-0,192308—-0,666173 0,000000 1,300624 0,000000
—0,164835 0,000000 0,000000—-1,903352 0,000000 2,125409

cuya resolucién permite obtener los desplazamientos nodales:

U1
U1
U2
V2
u3
v3

7,712211
—40,82468
6,541724
—15,83581
—2,68562

| —13,58321

u1
V1
U2
v
ug
v3

(5.95)
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4. Una vez obtenidos los desplazamientos nodales globales solucién, se pueden calcular las

tensiones en cada uno de los elementos en funcién de los mismos mediante la relacién (5.32)
o (5.86). Nétese que en el elemento CST la deformacién es constante en todo su dominio,
por tanto la tensién también serd constante. Si consideramos el elemento 1 se tiene que:

1,268903 0,000000 —1,268903  0,659341  0,000000 —0,659341
[D][B] = | 0,380671 0,000000 —0,380671  2,197802  0,000000 —2,197802
0,000000 0,444116  0,769231 —0,444116 -0,769231  0,000000

)

ademaés los nodos del elemento 1 son los nodos globales 1, 2 y 3, por tanto su vector de
desplazamientos coincide con (5.95), asi el producto matricial [D] [B] {u(e)} nos permite
calcular las tensiones:

o

0,0000

oM p =14 —4,5052

e —4,0000
Ty

Andlogamente, se pueden calcular las tensiones en los elementos 2 y 3, respectivamente:

o 6,8156 o —3.4078

o b =4 24605 ; o) b =1¢ —1,0223

) 0,0650 e —6,0325
Ty ry

. El siguiente paso es el empleo de la relacién fuerzas-desplazamientos nodales dada por la

expresién (5.36) para calcular las fuerzas internas nodales en cada uno de los elementos:

{f9} = MMHmmwﬂ@@}
— B D)B] {u®} av
— B felav
1%
— tAB o],

que particularizando para cada elemento permite obtener:

D= 0,000000; £2 = —1,703803; £ = —1,760208;
M= -1,000000; £ = —0016257; £ = 1,065444;
D= 1732051, £2 = —0,028157; fPY) = 3,464102;
D= _0,950813; £P = 1,065444; f£P =  1,950813;
W= 1730051, fP = 1,732051; £ = 1,703803;
M= 1,050813; £ = —1,049187; fP = —3,016257.

En la Figura 5.10 se muestra una interpretacién grafica de qué significa cada término.

Si sumamos la contribucién en cada nodo de las fuerzas que actiian en cada elemento
(véase la Figura 5.10) se obtienen los siguientes valores, para el nodo 1 sélo contribuye el
elemento 1:

Fy, = fMV=-31x10%=0
F, = fi=-09999998,
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Figura 5.10: Fuerzas nodales internas de cada elemento.

para el elemento 2 contribuyen los elementos 1 y 2:

&Qzéuﬁbo
Fy, = 92+ 52 =—=2,000,

mientras que en el nodo 3 contribuyen los elementos 1, 2 y 3:

o = fo) + 18+ 1) =0
Fy = fi + 15 + £ =0,

donde es légico que la fuerza resultante sea cero en los nodos donde no haya fuerza con-
centrada ya que el cuerpo estd en equilibrio y no hay ninguna carga aplicada en este
nodo.

En el nodo 4, uno de los apoyos, sélo contribuye el elemento 3:

Fy, = f% =3464103
F,, = f$=1950814,

y en el nodo 5, el segundo apoyo, contribuyen los elementos 2 y 3:

F, = 2+ 9= 3464103
Fy = f2+ £ =1,04919.

Nétese que los valores F,, F,,, F,, y I, son las reacciones en los apoyos que aseguran el
equilibrio de la viga.
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Y 3 (x3,y3)
5 (xs’J’s)

2 (xz»)’z)

4 (x4,y4)
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6 (xsv)%)

\

Figura 5.11: Elemento finito triangular de 6 nodos (LST).

5.3. Elemento Finito Triangular de 6 Nodos (LST)

El elemento finito LST (Linear Strain Triangular) presenta variaciéon cuadratica en el campo
de desplazamientos y por tanto, presenta una variacién lineal en el campo de deformaciones.
Esta constituido por 6 nodos tal y como se muestra en la Figura 5.11.

Los vectores de desplazamientos nodales y de fuerzas nodales (Figura 5.12) vienen represen-
tados, respectivamente, por:

uy Py
V1 Pyl
Uz Ppo
(%) Pyg
u3 Py
@v—J v L ey ) s
{ul®} = s ; {f@} = P [ (5.96)
V4 Py4
us Px5
U5 Pys
ug Py
Vg Py

La siguiente expresién relaciona el vector de fuerzas nodales y el vector de desplazamientos
nodales:

{f@} - [k@)] {u(e>}. (5.97)

La matriz de rigidez, para un elemento de espesor constante, podra ser obtenida directamente
utilizando la expresion:

[k@)] —¢ / B]” [D] [BdA. (5.98)
A

Para obtener la matriz de rigidez del elemento finito LST, donde la matriz constitutiva ([D])
es la misma dada por (5.46). ya que el problema eldstico es el mismo que el planteado para el
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a) Desplazamientos nodales b) Fuerzas nodales

Figura 5.12: Desplazamientos y fuerzas nodales del elemento finito LST.

elemento finito CST. La diferencia radica en la matriz [B] que en este caso se define como:
0
0

[B] = %
ox

[N] )

o oF

donde la matriz [N] contiene las funciones de forma del elemento finito LST:

[Ny O N O N3y O Ny, O N;s 0 Ng 0

N . .
[N] 0 Ny O Ny O N3 0 Ny O Ns O Ng (5.99)
Noétese que las funciones de forma N;; i = 1,2, --- , 6, son las vistas en el capitulo de funciones
de forma (Capitulo 3) para el elemento triangular de 6 nodos en coordenadas de area:
Ny = Li(2L; - 1) (5.100)
Ny = L9(2Ly —1)
N3 = L3(2Ls—1)
Ny = 4L1Lo
N5 = 4L9L3
Ng = 4L1Ls
Y por tanto la matriz [B] viene dada por:
aN; o ONgy o N3 o ANy o ON5 o ONg
[B] _ Oaw % ‘ 061‘ % 061‘ %ﬂ ‘ Oaw %ﬂ Oaw % 081‘ % ] 7 (5'101)
ony oMy | ony  oNp | ong  oNg | any  oNy | ong  oNg | ong
Oy dx Oy Ox Dy dx Dy dx Oy dx Oy Ox

o de forma m&s compacta:

[B] = [ [Bi] | [B2] | [Bs] | [Ba] | [Bs] | [Be] |- (5.102)
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k (3)

r (6)

p#) { 0 }
b=
-pg

b - fuerzas masicas(gravitatoria)

Y i (1)

Figura 5.13: Fuerzas masicas elemento LST.

5.3.1. Vector de Fuerzas Externas Nodales Equivalente del Elemento LST

La relacion fuerza-desplazamiento para el elemento LST se calcula de forma andloga al caso
del elemento CST. Sin embargo en este caso, Unicamente se trabaja con dos tipos de fuerzas:

1. Fuerzas masicas.:

w-{5}-{% )

donde p, y py son fuerzas por unidad de volumen, b, y b, son las fuerzas por unidad de
masa (ver Figura 5.13) y p es la densidad del material.

2. Fuerzas de superficie. En este grupo se engloban todas aquellas fuerzas que actian en
las caras de los elementos (unidad de fuerza por unidad de superficie). Se representan por
la funcién [P] (véase la Figura 5.14). La variacién de la fuerza en la cara del elemento se
considera lineal, igual que para el elemento CST.

Teniendo en cuenta estas dos acciones, el vector de fuerzas nodales equivalente para el ele-

mento LST, {f(e)

ext

(g0} = {87} + {£} (5.123)

} , viene dado por:


Chaves



226 5. Aplicacion del MEF en la Elasticidad Lineal

Figura 5.14: Fuerzas de superficie (cara 1) del elemento LST.

Dado que la deduccién es andloga a la obtenida para el elemento CST, sélo se expone el
resultado final:

Fuerzas de Superficie (cara 1)
i
o
Py +2P,;
Py +2pP

0
. {fée)} _ L 0 (5.124)
3| P9 44pP) 4 PO
() (e) Q)
P 4P + B¢

o O O

o

donde unicamente se presentan las fuerzas de superficies en la cara 1 formada por los nodos
(1(z) —4(p) —2(4))- El mismo procedimiento se aplica para las caras 2 (nodos 2(j) —5(q) — 3(k))
y 3 (nodos 3(k) — 6(r) — 1(1)).

5.4. Matriz de Rigidez del Elemento Rectangular de 4 Nodos

En esta Seccion se procede a la obtencion de la matriz de rigidez del elemento rectangular
de cuatro nodos. Inicialmente se considera el caso regular, es decir, un rectangulo cuyos lados
son paralelos a los ejes x, y (coordenadas globales), tal y como se muestra en la Figura 5.15 (a),
esto nos permite obtener la matriz de rigidez exacta integrando analiticamente. Posteriormente
se considera el caso de un elemento cuadrangular de cuatro nodos cualquiera (véase la Figura
5.15 (b)), cuya matriz de rigidez se obtiene mediante técnicas de integraciéon numérica.


Chaves
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A A (x4, J’4)
y (x4, y4) (x3, y3) y
4 3 (x3’ y3)
b
1 2
(xl’yl) a (xl’yZ) (xl’yl)
(xz, yz)
x> x>

(@) (b)

Figura 5.15: Elemento rectangular de 4 nodos: (a) Caso regular, (b) Caso irregular.

A
Y
(0,b) (a,b)
4 3
b
1 2 -
(0,0) . (a,0) *

Figura 5.16: Elemento rectangular de 4 nodos.

5.4.1. Matriz de Rigidez del Elemento Rectangular Regular

Partiendo del elemento de cuatro nodos regular de la Figura 5.16 se seguiran los mismos
pasos que para la obtencién de la matriz de rigidez del elemento CST (vedse la Seccién 5.1.1,
pagina 195):

» Paso 1: Identificaciéon del problema. El primer paso, comin para cualquier elemento
utilizado, es la seleccién del sistema de coordenadas y la identificacion tanto del niimero
de nodos del elemento (n,, ), como del nimero de grados de libertad por nodo (ng, ).

El sistema de coordenadas globales y la numeracion de los nodos del elemento se muestran
en la Figura 5.16. Nétese que la numeracion de los nodos se realiza en sentido anti-horario.

Los desplazamientos para cada punto dentro del elemento estdn representados por el vector
{u}, que consta de dos componentes asociadas a una traslacién horizontal (u) y a una
vertical (v), respectivamente. Por tanto el nimero de grados de libertad o incégnitas por
nodo es igual a dos, tal como se muestra en la Figura 5.17, con lo cual cada nodo del
elemento tiene dos parametros nodales. Andlogamente, para el caso de las fuerzas en los
nodos, toda fuerza se puede expresar en funcién de dos componentes también asociadas a
los grados de libertad, con lo cual el vector de desplazamientos nodales {u(e)} y el vector de

fuerzas externas nodales {fe(;%

} vienen representados, respectivamente, por las siguientes
expresiones:
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3
£

(e)
V3

¥V

Figura 5.17:

()

Xg

(e)

P2l

(e)

X3

(e)
Y2

\E®

7o
X

y*— cuartico

v quintuple

constante
lineal

cuadratico

cubico

A

Desplazamientos y fuerzas nodales del elemento rectangular de 4 nodos.

Figura 5.18: Polinomio de Pascal en dos dimensiones y términos empleados para el caso del

elemento rectangular de cuatro nodos.

W

(5.125)

» Paso 2: Seleccién de la funcién de desplazamientos {u(z,y)}. En lo que se refiere
a la seleccion dentro de cada elemento del tipo de solucién que se va a adoptar, en este
caso se considera un polinomio con los términos del Polinomio de Pascal mostrados en la
Figura 5.18, que se puede apreciar que solo posee el polinomio completo de grado 1.

Las funciones que representan el campo de desplazamientos son lineales y tienen la siguiente
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forma:
v(z,y) = as+ aer+ ory + agxy '
donde los coeficientes «; (i = 1,...,8) son constantes a determinar.
Las expresiones en (5.126) quedan en forma matricial como:
aq
Q2
ag
 ou(z,y) |1z y xzy 0 0 0 O ay
a6
Qg
as

= Paso 3: Representacion de los desplazamientos dentro del elemento. En esta eta-
pa se pretende representar los desplazamientos dentro del elemento, {u (x,y)}, en funcién
de los desplazamientos nodales, {u(e)}, es decir, que los pardmetros {a} de la ecuacién

(5.127) quedan en funcién de los desplazamientos nodales.

Partiendo de que la solucién adoptada (5.127) es vélida para todos los puntos del elemento,
a continuacion se particulariza la funcién de los desplazamientos en las coordenadas de los
cuatro nodos del elemento. Agrupando las ecuaciones obtenidas de forma matricial se llega

a:
(e)
", 7100 0 000 07 (o
U%e) 000 0 100 O s
u%) 1 a0 0000 0 a3
(&
Uy 1000 0 1 a 0 O oy _{(e)}_
WO (T |1 abab 000 0 o5 (1 W0y = Al (5128)
MO 000 0 1 a b ab g
u?(’” 10b 0000 0 az
© 000 0 100 0] as)
\ U4 Y,
y su forma inversa:
{a} = [A]"! {u<€)} : (5.129)
donde la inversa de [A] es igual a:
1 0 0o o0 0 0 0 0 ]
1 1
Lo L 0 0 0 0 o0
-0 0 0 0 0O $+ 0
1 1 1 1
SRS
1 1
o -+ o 1 0o 0 0o o0
o -+ o o0 0 0 0 1%
1 1 1 1
L0 % 0 % 0 % 0 —g ]
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donde a y b son el ancho y el alto del rectdngulo, respectivamente, ver Figura 5.16.

Reemplazando la expresién (5.129) en la ecuacion (5.127) se llega a la siguiente expresion:

{ue,y)} = X][A] " {u®}, (5.131)
de donde se deduce que:
[N] = [X][A] Y, (5.132)

y por tanto, los desplazamientos quedan como:
{u(z,y)} = N {u®}. (5.133)

Nétese que la matriz [N] nos proporciona los desplazamientos en cualquier punto dentro
del elemento en funcién de los desplazamientos nodales, y contiene las funciones de forma
del elemento:

N, 0 N 0 N3 0 Ny 0

N} = [ 0 N 0 Ny O N3 0 Ny’ (5.134)
donde:
1 1
N = —(ab—bzr—ay+ay); No = —(bz—zy);
gg a1b (5.135)
3 ab’ 4 ab (ay — zy)

En la Figura 5.19 se muestra una representacion grafica de cada una de las funciones de
forma. En ella se puede observar cémo las funciones de forma son superficies regladas en
las direcciones de los ejes x e y, que valen 1 en el nodo i-ésimo y cero en los demds. Ademads
se cumple que la suma de las mismas es Z?Zl N; =1 en todos los puntos del dominio del
elemento.

Comentario 5.6 Notese que N1, No, N3 y Ny se pueden obtener a partir del producto de

"V @U ) de grado (n—1) = 1 en cada

7
dimension, cuyas expresiones genéricas se dan en (2.80).

las funciones interpoladoras de Lagrange |

Paso 4: Establecimiento de la relacién deformacion-desplazamiento dentro del
elemento. En la teoria de la elasticidad lineal, para problemas tanto de tensién plana como
de deformacién plana la expresién que permiten relacionar las deformaciones {& (x,y)} con
los desplazamientos es la siguiente:

du
€x gx
v
le@yt=9q & = a : (5.136)
o ou o
dy Oz
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h

27
i & 7 .

(d)

Figura 5.19: Funciones de forma del elemento de cuatro nodos: (a) Ni(z,y), (b) Na(z,y), (c)
Ng(.T,y), y (d) N4($,y)

que de forma matricial queda como:

LA
s ox
u
=10 e (5.137)
Ty o 0
[ 0y Oz |

Sustituyendo el vector desplazamiento {u (z,y)} por [N] {u(e)} (véase la ecuacion (5.133))

se obtiene:
- 5 -
— 0
s ox
AL {u@} , (5.138)
ey o 9
| 0y Oz |
por tanto:
ON )\ S\ : 0N,
s o 0 0 0 S 0
_ ON1 ONy ON3 ON. (e)
ey ¢=| 0 i oo 2o SN g N {u },(5.139)
Ty ON; 9Ny : ONy ONy : ON3 N3 : ONs ONg

oy ox : oy or : oy or : oy ox
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donde la matriz con las derivadas de las funciones de forma se la denota como [B] =
[B1 ; Ba; B3 ; By|, explicitamente representada por:

L= 0 (b-y) O y O -y 0
[B] = A 0 (x —a) 0 -z 0 =z 0 (a—=x) |, (5.140)
z oy

(r—a) (y=b) -z (b-y) (a—z) -y

que nos permite expresar las deformaciones dentro del elemento en funcién de los desplaza-
mientos nodales.

Los pasos 5 y 6 se van a omitir por ser exactamente los mismos que los del elemento CST,
éstos nos permitirian llegar a la siguiente expresién de la matriz de rigidez del elemento de cuatro
nodos:

[k<e>] - / [B)” [D] [B]dV. (5.141)
Vv

Una de las ventajas del elemento de cuatro nodos regular mostrado en la Figura 5.16, en
caso de que tenga un espesor constante (t) es que se puede plantear la integracién analitica de
la siguiente manera:

y=b prxr=a
K] =+ / / B]” [D] [Blddy. (5.142)
y=0 Jx=0
Integrando la expresién anterior y considerando (5.46) y que la matriz [B] vienen dada por
la expresién (5.140) se llega a:
YT TIYT
Koy kag Koy ko ko Koy kg

k(e) t 44 45 46 47 48 5.143
e RO JNORIC (48
Sim. S )
& i
e
L kss
donde los términos de la matriz de rigidez son:
ki = Yt + 4B kyp = D2s, kg = —21 4+ 2bs,
kg = L2508, ks = =221 — 2bs kg = —kyy;
kyy = 221 — 458 kis = —kua; kigg = 251 4 D,
kos = —ki4; koy = 901 — bDs, kos = —k12;
kos = =451 — P8 oy = —ky; kiog = —9B01 4 2Ds,
k33 = ki1; k3qs = —ki2; k35 = ki7;
k3 = k14; k37 = kis; k3g = kia;
kaq = koo; ka5 = —k14; ks = kos;
ka7 = k12; kag = kag; kss = ki1;
kse = k12; ks7 = k13; ksg = k1a;
kes = ka2; ko7 = —k14; keg = kau;

krr = kir; krg = —ki2; kgg = kaa.
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Comentario 5.7 Ndtese que la matriz de rigidez dada por la expresion (5.143) es vdlida para
rectdngulos regqulares paralelos con los ejes coordenados independientemente de la coordenada de
la esquina inferior izquierda (x1,y1) porque la matriz sélo depende del ancho a y del alto b. W

La rutina de MATLAB para implementar la matriz de rigidez exacta del elemento de cuatro
nodos regular se llama rigidRL2Dexact.m:

function [ke] = rigidRL2Dexact(x,E,nu,e)

% Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un elemento de cuatro
% nodos de forma exacta (lados paralelos a los ejes principales)

% numeracion de los nodos: 4--—-—-————————- 3
yA | |
% I I
% I I
% l=memmmeeeems 2
% Salida:

% ke->Matriz de rigidez del elemento de cuatro nodos

% Recibe como datos:

% x-> matriz con las coordenadas de los nodos del elemento
% E-> modulo de elasticidad del elemento

% nu-> coeficiente de Poisson del elemento

T e—> espesor asociado al material del elemento

if nargin < 3, error(’Numero de argumentos del elemento incorrecto’); end

if nargin < 4, e = 1; end

% Obtengo el numero de nodos del elemento y la dimension del problema

[nne,dim] = size(x);

if x(1,1) “= x(4,1) | x(2,1) = x(3,1) | x(1,2) “= x(2,2) | x(@3,2) "= x(4,2),
error (’La matriz exacta no es valida para este elemento’);

end

% Obtengo la matriz constitutiva del elemento, con la subrutina MCONS

Dn = mcons(E,nu);

% Calculo los parametros necesarios (alto, ancho)

a =x(2,1)-x(1,1);

b =x(4,2)-x(1,2);

dl = Dn(1,1);
d2 = Dn(1,2);
d3 = Dn(3,3);

%  Obtengo matricialmente la matriz de rigidez
ke = zeros(nne*xdim);

% Valores de cada elemento de la matriz de rigidez (triangular superior)
%  Primera fila

ke(1,1) = bxd1/(3*a) + a*xd3/(3*b);

ke(1,2) = (d2+d3)/4;

ke(1,3) = -bxd1/(3*a) + a*xd3/(6x*b);

ke(1,4) = (d2-d3)/4;

ke(1,5) = -bxd1/(6*a) - a*d3/(6%b);

ke(1,6) = -ke(1,2);

ke(1,7) = bxd1/(6%a) - a*xd3/(3*b);

ke(1,8) = -ke(1,4);

%  Segunda fila

ke(2,2) = axd1/(3*b) + b*xd3/(3*a);

ke(2,3) -ke(1,4);

ke(2,4) = axd1/(6%b) - b*d3/(3*a);
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ke(2,5) = -ke(1,2);
ke(2,6) = -a*d1/(6xb) - b*d3/(6%*a);
ke(2,7) = ke(1,4);
ke(2,8) = -axd1/(3%b) + b*d3/(6%a);
%  Tercera fila
ke(3,3) = ke(1,1);
ke(3,4) = -ke(1,2);
ke(3,5) = ke(1,7);
ke(3,6) = ke(1,4);
ke(3,7) = ke(1,5);
ke(3,8) = ke(1,2);
%  Cuarta fila
ke(4,4) = ke(2,2);
ke(4,5) = -ke(1,4);
ke(4,6) = ke(2,8);
ke(4,7) = ke(1,2);
ke(4,8) = ke(2,6);
% Quinta fila
ke(5,5) = ke(1,1);
ke(5,6) = ke(1,2);
ke(5,7) = ke(1,3);
ke(5,8) = ke(1,4);
% Sexta fila
ke(6,6) = ke(2,2);
ke(6,7) = -ke(1,4);
ke(6,8) = ke(2,4);
% Septima fila
ke(7,7) = ke(1,1);
ke(7,8) = -ke(1,2);
% Octava fila
ke(8,8) = ke(2,2);
%  Parte simetrica
ke = ex(triu(ke)+triu(ke,1)’);

Ejemplo computacional 5.1 (Matriz de rigidez exacta). Considérese un elemento rect-
angular regular de espesor e = 1 de un material cuyos médulos de elasticidad y coeficientes de
Poisson son £ =1y v = 0,3, respectivamente. Si las coordenadas de los nodos en metros son:

[N N V]

oo 00 W W

Calcular la matriz de rigidez del elemento suponiendo que se va a emplear para resolver un

problema de tensién plana.

Solucion:

Para obtener la matriz de rigidez basta con emplear la rutina rigidRL2Dexact.m tecleando

los siguientes comandos:

[2 3;7 3;7 8;2 8];
E=1;

o]
I
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¢
(7T <> "t
o (x4 4) (L) (L)
(x) : ’
-
(XVYJ
(x2~y2) 1 2

< (-1-1) (1L,-D

Figura 5.20: Cambio de coordenadas iniciales (z,y) a coordenadas naturales.

nu = 0.3;

global typo;

typo = ’tp’;

[kel rigidRL2Dexact (x,E,nu,1)

Con lo que se obtiene la matriz de rigidez [k(¢)]:
ke =

0.4945 0.1786 -0.3022 -0.0137 -0.2473 -0.1786 0.0549 0.0137
0.1786 0.4945 0.0137 0.0549 -0.1786 -0.2473 -0.0137 -0.3022
-0.3022 0.0137 0.4945 -0.1786 0.0549 -0.0137 -0.2473 0.1786
-0.0137 0.0549 -0.1786 0.4945 0.0137 -0.3022 0.1786  -0.2473
-0.2473 -0.1786 0.0549 0.0137 0.4945 0.1786 -0.3022 -0.0137
-0.1786 -0.2473 -0.0137 -0.3022 0.1786 0.4945 0.0137 0.0549
0.0549 -0.0137 -0.2473 0.1786  -0.3022 0.0137 0.4945 -0.1786
0.0137 -0.3022 0.1786 -0.2473 -0.0137 0.0549 -0.1786 0.4945

5.4.2. Matriz de Rigidez del Elemento Cuadrangular

En esta seccién se procede a la obtencién de la matriz de rigidez del elemento de cuatro
nodos genérico mostrado en la Figura 5.15 (b). Uno de los condicionantes de este elemento es
que si se trata de obtener la expresién analitica de su matriz de rigidez tal y como se vio en
la seccién anterior, las expresiones y su integracién son extremadamente dificultosas. Ese es el
motivo de que en este caso se opte por una integracién numérica de la expresién (5.141).

Dado que se va a emplear integraciéon mediante el método de Gauss-Legendre visto en la
Secciéon 2.3.12, y para facilitar el proceso de integraciéon se procede a un cambio de coorde-
nadas, tal y como se muestra en la Figura 5.20, de forma que las coordenadas iniciales (x,y) se
transforman en las coordenadas naturales (£,7). Asi, la integral se realiza en el dominio regular
de las coordenadas naturales. Para definir la transformacién de coordenadas se va a recurrir a
las mismas funciones de forma con las que se aproximan los desplazamientos, de forma que la
coordenadas (z,y) se relacionan con las coordenadas naturales (£,7) de la siguiente manera:

r=Y Ni(&mzi 3 y=> Nil&n)yi (5.144)
i=1 i=1
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Para la integracion se emplean los puntos de Gauss en el dominio dado en coordenadas
naturales, pero es necesario conocer las derivadas de las funciones de forma en el correspondiente
punto transformado del espacio (z,y), para ello se necesita obtener una expresién que ligue las
derivadas de las funciones de forma en ambos espacios. Asi, aplicando la regla de la cadena se
llega a la siguiente expresion:

€ gr 96 T oy o¢ (5.145)
— = 14
on oxr on Oy On’ (5.146)
que expresada en forma matricial queda como:
29 _ | 9¢ 0¢ o
N, o5y ON; (5.147)
on on On oy
ON;
= 95 Je (5.148)
oy )

donde [J(®)] es la matriz Jacobiana de la transformacién (5.144), de coordenadas naturales a
cartesianas. La relacion inversa viene dada por la siguiente expresion:

38]{%. = [J©]! 881% (5.149)
oy on

que también puede expresarse como:

ox _ 1 on o 3
ON: (TT7@]| o ou ON, (5.150)
oy on  0¢ on

Noétese que a la hora de integrar tras un cambio de coordenadas, para que el resultado sea
el mismo se ha de cumplir que:

J | [
y z n €

por tanto para proceder a la integraciéon es imprescindible el calculo del Jacobiano y de su
determinante.

Para el célculo del Jacobiano se parte de la la expresién (5.147) cuyos elementos se obtienen
derivando en la expresién (5.144):

dédn, (5.151)

O ~=0ON; 0 ~=0ON;

i=1

6y o - 8]\/2 o 6y o ° 6NZ A
6_5 - Z 65 Yi 3 6_77 - Z 677 Yi (5'153)
i=1 i=1
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por tanto la expresién del Jacobiano queda como:

Zag vi

[ =| izt (5.154)

a
;a Zanyz

Si particularizamos el Jacobiano para el elemento regular estudiado en la seccién anterior se
cumple que:

[J<e>]:[“62 b%] LT = abj/a. (5.155)

Una vez obtenido tanto el Jacobiano como su determinante se procede a plantear la inte-
gracién numérica considerando el espesor del elemento constante (t):

k©] = [[B]” [D][B]dV

5.156
=~ / / y(,n)IT D] B(a(E,n). y(E,m)) | 1| dedn, (150

que utilizando el método de Gauss-Legendre queda como:

] = tZWj(”) <ZWi(n) (B(xi,y;)]" [D] B(zi,y;)]) ‘J (€) ) : (5.157)

donde es importante recalcar que los valores de las derivadas de las funciones de forma [B(z;, y;)]
se han de evaluar en el espacio original de las coordenadas cartesianas (z;,y;) transformadas de
los puntos de Gauss (&;,7;). La funcién [B(z,y)] se obtiene mediante la expresién (5.149) para
cada punto de integracion.

Comentario 5.8 Ndtese que la metodologia de integracion explicada solo es vdlida si las fun-
ciones de forma para realizar el cambio de variable para pasar de coordenadas cartesianas a
naturales, son las mismas que las funciones de forma para aprorimar los desplazamientos en el
elemento. En estos casos los elementos de conocen con el nombre de isoparamétricos.

|

Para la implementacién del cdlculo de la matriz de rigidez del elemento de cuatro nodos
genérico se emplean dos funciones: bmatrixRL2D.m que se encarga del cdlculo de la matriz
con las derivadas de forma en el espacio cartesiano original en el punto (x;, y;) que se corresponde
con el punto (&;,7;) en coordenadas naturales, y rigidRL2D.m que calcula la matriz de rigidez
mediante la integracién gaussiana a través de la férmula (5.157).

function [bm,detJ] = bmatrixRL2D(x,z)

% BMATRIXRL2D obtiene la matriz B, que contiene las derivadas de
%  las funciones de forma para el rectangulo de cuatro nodos

% con variacion lineal, y el determinante del jacobiano detJ

% numeracion de los nodos: 4--——---——---——-—- 3
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P2 |
% e 2
A
% Salida:
%  bm->Matriz con las derivadas de las funciones de forma
%  detJ->determinante del Jacobiano de la transformacion
A
% Recibe como datos:
% x> matriz con las coordenadas de los nodos del elemento
%  z—> coordenadas del punto dentro del rectangulo [-1 -1 1 1]
% coincidentes con los puntos de Gauss
P2
if nargin "= 2,

error (’Numero de argumentos incorrecto’);
end
%  Obtengo el numero de nodos del elemento y la dimension del problema
[nne,dim] = size(x);
% Derivadas de Ni con respecto a las coordenadas naturales "zl" y "z2":
dv_i = [(z(2)-1) (-z(2)+1) (1+z(2)) (-1-z(2));

(z(1-1) (-z(1-1) (1+z(1)) (1-z(1))]1/4;

% Matriz Jacobiana:
J = dN_ix*x;
detJ = det(J);
if detJ <= 0,

error (’Jacobiano negativo, numeracion incorrecta’);
end
% Derivadas de Ni con respecto a las coordenadas "x" y "y":
dN_xy = J\dN_i;
%  Genero la matriz bm
bm = sparse(3,nnexdim) ;

bm(1,1:dim:nne*dim) = dN_xy(1,:);
bm(2,2:dim:nne*xdim) = dN_xy(2,:);
bm(3,1:dim:nne*xdim) = dN_xy(2,:);
bm(3,2:dim:nne*dim) = dN_xy(1,:);

function [ke] = rigidRL2D(x,E,nu,e)

b

% Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un elemento de cuatro
% nodos integrando mediante Gauss-Legendre

% numeracion de los nodos: 4---—-—————————- 3
yA |

% I

% I

% e 2
% Salida:

% ke->Matriz de rigidez del elemento de cuatro nodos

%

% Recibe como datos:

% x-> matriz con las coordenadas de los nodos del elemento
% E-> modulo de elasticidad del elemento

% nu-> coeficiente de Poisson del elemento

% e—> espesor asociado al material del elemento

%

if nargin < 3, error(’Numero de argumentos del elemento incorrecto’); end
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if nargin < 4, e = 1; end

%  Obtengo el numero de nodos del elemento y la dimension del problema
[nne,dim] = size(x);

%  Obtengo la matriz constitutiva del elemento, con la subrutina MCONS

Dn = mcons(E,nu);

% En primer lugar se obtienen los pesos y las abscisas para dos puntos de
%  Gauss

z = [sqrt(3)/3];
w=1;

z=[z ; -zl;
w=[w ; wl;

n = length(z);

% Reserva de espacio en memoria

ke = (zeros(nne*xdim)) ;

for i=1:n,

for j=1:n,

% Derrivadas de las funciones de forma y jacobiano de la transformacion
[bm,detJ] = bmatrixRL2D(x, [z(i) z(j)]1);

% Suma de la matriz de rigidez
ke = ke+w(i)*w(j)*bm’*Dn*bm*xdetJ;

end
end
% Multiplicacion por el espesor
ke = kexe;

Comentario 5.9 FEn el caso del rectdngulo de cuatro nodos la integracion mediante el método de
cuadratura de Gauss-Legendre es exacta si se emplean dos puntos de Gauss por cada dimension.

Ejemplo computacional 5.2 (Matriz de rigidez mediante integracién). Considérese el
mismo elemento que el del Ejemplo Computacional 5.1. Obtener la matriz de rigidez empleando

la integraciéon Gaussiana y comprobar que el resultado coincide con el exacto.

Solucion:

Para obtener la matriz de rigidez basta con emplear la rutina rigid RL2D.m tecleando los

siguientes comandos:

x = [2 3;7 3;7 8;2 8];
E=1;

nu = 0.3;

global typo;

typo = ’tp’;

[ke] = rigidRL2D(x,E,nu,1)

Con lo que se obtiene la matriz de rigidez [k()]:

ke =

0.4945 0.1786 -0.3022 -0.0137 -0.2473 -0.1786 0.0549 0.0137
0.1786 0.4945 0.0137 0.0549 -0.1786 -0.2473 -0.0137 -0.3022
-0.3022 0.0137 0.4945 -0.1786 0.0549 -0.0137 -0.2473 0.1786
-0.0137 0.0549 -0.1786 0.4945 0.0137 -0.3022 0.1786 -0.2473
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e L1

t=0,05m

R=0,125m 1m

LR T T N A

Figura 5.21: Placa rectangular sometida a traccién del Ejercicio 5.1.

-0.2473 -0.1786 0.0549 0.0137 0.4945 0.1786 -0.3022 -0.0137
-0.1786 -0.2473 -0.0137 -0.3022 0.1786 0.4945 0.0137 0.0549
0.0549 -0.0137 -0.2473 0.1786  -0.3022 0.0137 0.4945 -0.1786
0.0137 -0.3022 0.1786 -0.2473 -0.0137 0.0549 -0.1786 0.4945

Que coincide con el resultado exacto.
[ |

Ejercicio 5.1 (Placa agujereada). Considérese una placa de espesor ¢ = 0,05 m mostrada
en la Figura 5.21 con un agujero en el centro de la misma. El material que constituye la placa
tiene como propiedades elasticas F = 70 Pa, v = 0,2. Obtener su estado tensional si se somete
a la misma a una sobrecarga uniformemente distribuida ¢ en los extremos.

Nota: Considérese la simetria de la placa.
|

Ejercicio 5.2 (Sensibilidad de las mallas). Hacer un estudio de sensibilidad de refinamiento
de la malla de elementos finitos considerando distinto niimero de elementos, para la viga de gran
canto mostrada en la Figura 5.22, cuya seccién transversal es rectangular con las caracteristicas
siguientes a = 13 ¢cm, b =38 em, t =3 cm, ¢ = 2,8 x 105 N/m, E =3 x 10! N/m?, y v = 0,3.
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Figura 5.22: Viga de gran canto del Ejercicio 5.2.

Nota: Considerar la deflexién de la viga como parametro para analizar la sensibilidad de las
distintas mallas.
[ |

5.5. Elementos Tridimensionales (3D)

Es préactica generalizada en muchos problemas de ingenieria tratar de aprovechar ciertas
caracteristicas de los problemas a tratar asociadas a la geometria, a las caracteristicas de los
materiales, o de las cargas, que permiten simplificar el problema tratado modeldndolo como si
fuera uni o bidimensional. Pero en determinadas ocasiones estas simplificaciones no son posibles
y es necesario un tratamiento tridimensional del problema.

Para poder hacer un estudio en tres dimensiones es imprescindible contar con elementos que
permitan discretizar sélidos tridimensionales. A continuacion se estudiara el elemento tetraédrico
de cuatro nodos.

5.5.1. Elemento Tetraédrico de 4 Nodos

El procedimiento de obtencién de la matriz de rigidez del elemento tetraédrico de cuatro
nodos es totalmente anédlogo al procedimiento mostrado en la Seccién 5.1. El objetivo final es
llegar a una expresiéon como la (5.1) que relaciona los desplazamientos nodales del elemento
f(e)

ext}. Debido a su similitud los pasos se van

{u(e)} con las fuerzas equivalentes en los nodos {
a describir de forma sucinta.

Los pasos para la obtenciéon de la matriz de rigidez [k(e)] del elemento CST para resolver
problemas de elasticidad bidimensional son:

= Paso 1: Identificacién del problema. En este caso el nimero de nodos por elemento
(7, ) es igual a 4, y el nimero de grados de libertad por nodos (ng, ) es igual a 3.

El sistema de coordenadas globales y la numeracion de los nodos del elemento se muestran
en la Figura 5.23.

Los desplazamientos para cada punto dentro del elemento estdn representados por el vector
{u(z,y, 2)} que consta de tres componentes asociadas, respectivamente, a dos traslaciones
horizontales (u, v) y una vertical (w). Los vectores de desplazamientos nodales y de fuerzas
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Figura 5.23: Componentes del elemento tetraédrico de 4 nodos.

vienen dados por las expresiones siguientes:

{u(e) } = { Uy V1 W1 U2 V2 Wy U3 V3 W3 U4 V4 W4 }T
(6) _ e e e e e e e e e e e e T
{fezt} - { 351) .751) 2(1) 352) 352) 2(2) ﬂga) .753) 2(3) 354) 354) 2(4) } :

Paso 2: Seleccién de la funcién de desplazamientos {u(z,y,z)}. En el caso de que
las funciones que representan el campo de desplazamientos sean lineales tienen la siguiente
forma:

u(r,y,2) = o1+ oer+azy+ oz (5.158)
v(z,y,2) = a5+ asr+ary + agz (5.159)
w(z,y,2) = a9+ awr+ oy + oz (5.160)
donde los coeficientes «;; ¢ = 1,...,12 son constantes a determinar. Nétese que la aproxi-

macién posee el polinomio completo de grado 1, tal y como se muestra en el polinomio de
Pascal mostrado en la Figura 5.24.

Las expresiones (5.158)-(5.160) se pueden expresar matricialmente como:

{u(z,y,2)} = [X]{a}, (5.161)
expresién andloga a la ecuacién ( 5.11).

Paso 3: Representacién de los desplazamientos dentro del elemento. En esta
etapa se pretende representar los desplazamientos dentro del elemento, {u(z,y,2)}, en
funcién de los desplazamientos nodales, {u(e)}, es decir, que los pardmetros {a} de la
ecuacién (5.161) quedan en funcién de los desplazamientos nodales.

Partiendo de que la solucién adoptada es valida para todos los puntos del elemento, se
puede particularizar la funcién de los desplazamientos en las coordenadas de los cuatro
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Figura 5.24: Polinomio de Pascal en tres dimensiones.

nodos del elemento obteniendo la expresién:
{u(e)} — [A]{a}. (5.162)

Reemplazando la expresién de {a} dada por la ecuacién (5.162) en la ecuacién (5.161) se
obtiene:

(u(z,y,2)} = [X][A]"! {u<e>} ~ [N] {u<e>} . (5.163)

La matriz [N] contiene las funciones de forma que nos proporcionan los desplazamientos
en cualquier punto dentro del elemento en funcién de los desplazamientos nodales, y cuya
expresion es:

N, 0 0 Ny O 0 N3 0 O Ny O 0
NJ=| 0 Ny 0 0 N, 0 0 Ny 0 0 Ny O |. (5.164)
0 0 N 0 0 Ny, O 0 N3 0 0 Ny

La expresion analitica que nos permite calcular las funciones de forma Nj;; se obtienen
empleando las coordenadas volumétricas, andlogas a las coordenadas de drea y empleando
la ecuacién (5.23) de obtencién del volumen de un simplice:
Vi 1 :
Ni= 37 = oo (@it i+ ey + hiz) s 1= 1,2,3,4, (5.165)
donde V es el volumen del tetraedro que se calcula como:

1 Y1 A

V= i T2 Y2 =22
3! r3 Ys =3

T4 Y4 Z4

(5.166)

— =

mientras que los coeficientes a;, b;, ¢;, h; se calculan a través de los volimenes de los tetrae-
dros generados por un punto genérico dentro del tetraedro inicial (z,y, z) y los tres nodos
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correspondientes a la cara opuesta al punto respecto al cual se desea calcular la funcién de
forma. Para ello basta tener en cuenta que el volumen V; se calcula mediante la expresion
(5.166) sin mds que sustituir las coordenadas (x;,y;,2;) por las coordenadas del punto
genérico (z,y,z). Asi por ejemplo, el volumen que permite calcular la funcién de forma
asociada al nodo 2 se obtiene como:

1 y1 21 1
1|z gy 2z 1
Vo= —
2 3! r3 Ys =3 1 ’
T4 Y4 24 1

donde se ha sustituido en la segunda fila de la expresién (5.166) el punto (z9,ys, 22) por
el punto genérico (z,y, z). Desarrollando el determinante partiendo de la fila con el punto
genérico (x,y, z) se pueden obtener los coeficientes a;, b;, ¢;, h;.

= Paso 4: Establecimiento de la relacién deformacién-desplazamiento dentro del
elemento. En la teoria de la elasticidad lineal en tres dimensiones la expresion que permite
relacionar las deformaciones {e (x,y, z)} con los desplazamientos es la siguiente:

0
Ex 9z g 0
€y 0 dy 0 w
€z 0 0 %

=l o 2 % v | =[L]{u}
Yy dy Oz w
o) o)

Vyz 0 7 @

o]
Yz | 5 0 7z

Sustituyendo el vector desplazamiento {u (z,y,z)} = [N] {u(e)} en la ecuacién anterior se

obtiene:
(&, [ % g 0 ]
Ey 0 3 g
0 0 =
Fot=l o o T N{u@)=m{u}. (5.167)
Yy 9y Oz
9 9
Vyz 0 3 i
o]
Yz L s 0 T

Si en la expresién anterior, a la matriz que contiene las derivadas de las funciones de forma
se la denota como [B] = [B; ; By ; B3 ; Byl, donde cada una de las submatrices queda

Ccomao:
- ON; . _ .
o 0 0 b 0 0
0 F 0 0 ¢ 0
0o o0 2N 110 0 h
B,| = . R ! 1
[Bi] e T . 6V | ¢ b 0 (5.168)
ON; ON; .
0 5 & 0 hi ¢
ON; 0 2N L hi 0 b |
L 0z or -

= Paso 5: Establecimiento de la relacion desplazamiento-tensién dentro del el-
emento. Si se considera un material homogéneo, isétropo, eldstico y lineal, la relacién
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tensién-deformacion viene dada por la siguiente expresién:

;

Oz Ex
Oy €y
{o(z,9,2)} =Dl{e @y, 2)}; { 7° p=MDI3 ~* ?, (5.169)
Y Yy
Tyz Yyz
Trz \ Vxz

donde la matriz constitutiva eldstica con las propiedades elasticas del material [D], tal y
como se muestra en Apéndice A, viene dada por la expresion:

T A2 A A0 0 0
A A+22 A 0 0 O
B A A A+24 0 0 0
D] = A 0 0 40 0 (5.170)
0 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 pu|

donde A\ y p son las constantes de Lamé, que estan reacionadas con el médulo de Young
FE y con el coeficiente de Poisson v mediante las siguientes expresiones:

vE FE

AT AT ¢ P ot

(5.171)

= Paso 6: Establecimiento de la relacion fuerzas-desplazamientos nodales. La
f(e)

ezt} y los desplazamiento {u(e)} nodales se obtiene aplicando

relacion entre las fuerzas {

el Teorema del Trabajo Virtual, con lo que se llega a la expresién:

{£0} = | /81" Dy Blav| {u}. (5172

|4

que de forma compacta queda como:

{fégi} - [k@)] {u(e>}, (5.173)

donde [k(e)} es la matriz de rigidez del elemento, que es igual a:

[k<e>] - / [B)” [D] [BdV, (5.174)
%
donde el elemento [kg?} de la matriz de rigidez se obtiene como:
ij

[k@] =V BT [D][B)]; i,j = 1,2,3,4, (5.175)

que al reemplazar por las expresiones (5.168)-(5.170) queda como:

1 bidlbj + Cidgcj‘ + hz‘dgh]‘ bz‘dgcj + Cidgbj bidghj + hz‘dgbj
[kgj)] = W Cl'dgbj + bidQCj cidlcj + bidgbj + hidghj Cidghj + hidQCj
hz‘dgbj + bidghj hz‘dgcj + Cidgh]‘ hz‘dlh]‘ + Cz‘dgcj‘ + bidgbj
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4(0; 01) 6* A 2(1,0,5;0,5)
lll,.,' //, : > F _ 185 1’85]\]

1(0; 0; 0)

Figura 5.25: Elemento tetraédrico del Ejemplo Ilustrativo 5.2.

Comentario 5.10 Es importante recalcar que la utilizacion de la expresion (5.166) para el
calculo del volumen, asi como las ecuaciones andlogas que permiten el cdlculo de los volumenes
Vi, pueden dar resultado positivo o negativo. Este hecho no altera el resultado correcto para la
obtencion de las funciones de forma porque si V < 0 entonces V; < 0 y viceversa, de tal manera
que las funciones de forma siempre son positivas, como tienen que ser. Ahora bien, a la hora de
calcular la matriz de rigidez usando la expresion (5.175) el volumen resultante de la integracion
ha de ser positivo. [ |

Ejemplo ilustrativo 5.2 (Matriz de rigidez de un elemento tetraédrico de cuatro
nodos). Considérese el elemento tetraédrico mostrado en la Figura 5.25 con coordenadas nodales
son:

0 0 0
| 1 05 05

005 1 |’

0 0 1

y cuyas propiedades eldsticas E = 20000 Pa y v = 0,2. Obtener la matriz de rigidez del elemento
v los desplazamientos y esfuerzos suponiendo que actia la siguiente carga puntual en el nodo 2:
P = [2; 1851,85; 0; 0] N y que los nodos en el plano y — z no se mueven.

Nota: El fichero de datos en MATLAB se llama data3d.m.
Solucién:
El procedimiento de resoluciéon consta de las siguientes etapas:

1. Céalculo de la matriz de rigidez de la estructura (elemento). El primer paso para
el calculo de la matriz de rigidez es la obtencién del volumen del elemento V' y la matriz
[B] con las derivadas de las funciones de forma mediante las expresiones (5.166)-(5.168),
respectivamente. Ademds, para el cdlculo de la matriz [B] es necesario obtener los coefi-
cientes b;, ¢c;, h;; i =1,...,4 que permiten calcular las derivadas de las funciones de forma
del nodo 7 con respecto a x, y y z, respectivamente. El valor del volumen en este caso
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concreto es de V = —1/12 =~ —0,0833, mientras que los valores de estos coeficientes son:
0,5 0,51 1051 1051
bp=105 1 1]|=0,25 cic=—|0 1 1|=0,00; hy=1{0 0,5 1|=0,50;
0 1 1 0 1 1 0 0 1
0 01 001 0 01
bo=—10511|=-050; c=|011|=0,00; ho=—10 0,5 1|=0,00;
0 11 011 0 01
0 0 1 0 0 1 0 0 1
bs=10,5 0,5 1| =0,50; c3=—|1051|=-1,00; hg=1|1 0,5 1|=0,00;
0 1 1 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 01
by=—-105 05 1|=-0,25; c4=1|1 0,5 1| =1,00; hy=—-1105 1|=-0,50
06 1 1 0 1 1 0051
por tanto la matriz [B] es igual a:
~0,5 0 010 0 0 —10 0 0 05 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2,0 0 0 —-20 0
B] — 0 0 —-1,0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,0
0 —-0,5 0 0 1,0 0 20 —-1,0 0 —2,0 0,5 0
0 —1,0 0 0 0 0 0 0 20 0 1,0 —20
—-1,0 0 -0 0 0 1,0 0 0 —-1,0 1,0 0 0,5

A continuacién se necesita la matriz constitutiva, que empleando las expresiones (5.170)-

(5.171) queda como:

[ 2222222 5555,56
95555,66 22222,222
5555,56  5555,56

0 0

I 0 0

5555,56 0 0 0]
5555,56 0 0 0
2222222 0 0 0
0 8333,33 0 0
0 0 8333,33 0

0 0 0 8333,33 |

Y por dltimo, la expresién de la matriz de rigidez empleando la ecuacién (5.174) queda

COMmao:
[ 11574 0 578,7-92593 0-604,44 925,93 462,96 694,44 —1157,4 462,96 —578,7 |
0 868,06 0 0-347,22 0-694,44 347,22 -1388,9 694,44 868,06 1388,9
578,7 0 2025,5—462,96 0-347,22 462,96 —925,93 347,22 —578,7 925,93 —2025,5
—925,93 0-462,96 1851,9 0 0-1851,9 925,93 0 925,93-925,93 462,96
0—347,22 0 0 694,44 0 1388,9—694,44 0-1388,9 347,22 0
K= —694,44 0—347,22 0 0 694,44 0 0-694,44 694,44 0 347,22

925,93 -694,44 462,96 —1851,9 1388,9
—462,96 347,22 -925,93 925,93 —694,44
694,44 —1388,9 347,22 0

462,96 —868,06 925,93 —925,93 347,22

0 4629,6 —2314,8
0-2314,8 8101,9

0—-694,44 0 0
—1157,4 694,44 —578,7 925,93 -1388,9 694,44 —-3703,7 1851,9—-694,44 3935,2—-1157,4

0-3703,7 1620,4 —462,96
0 1851,9—-7754,6 925,93
3472,2—-694,44 1388,9 —3125
578,7

0 1620,4—7754,6 1388,9—-1157,4 8275,5—-2314,8

—578,7 1388,9-2025,5 462,96

0 347,22-462,96 925,93 —3125

578,7—-2314,8 4803,2

2. Una vez obtenida la matriz de rigidez de la estructura se procede al ensamblaje del vector

de fuerzas nodales:

{F}=[0 0 0 185,85 0 0 0 0 0 0 0 0]".
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De esta forma ya se estd en disposiciéon de plantear el sistema discreto:
{F} = [K]{u}. (5.176)
3. Previo paso a la resoluciéon del sistema anterior, que tiene infinitas soluciones, es necesario
introducir la informacién de las condiciones de contorno. En este caso los desplazamientos
de los nodos 1, 3 y 4 son nulos:
F g T -0
U1 0
w1 0
us 0
V3 = 0
w3 0
Uy 0
V4 0
[ wq L 0]
Si se eliminan las filas y columnas asociadas a los grados de libertad 1, 2, 3, 7, 8, 9, 10, 11
y 12, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
1851,85 1851,9 0 0 U
0 = 0694,44 0 vy |,
0 0 0694,44 Wy
cuya resolucién permite obtener los desplazamientos nodales:
(75 1
w9 0
4. Una vez obtenidos los desplazamientos nodales globales solucién, se pueden calcular las

tensiones en cada uno de los elementos en funcién de los mismos mediante de la relacion

D] [B] {u}:

e

' 2,9992
U?(Jl) 0,5556
o Jossse |
< o
.
Txz ) g

5. El siguiente paso es el empleo de la relacién fuerzas-desplazamientos nodales para calcular

las fuerzas internas nodales en cada uno de los elementos dada por la expresién (5.172):

{f(e)} =

| —
<

B D) BV | {u}
[B]” [D] [B] {u®)} dv
BI” o]V
B (o],

I
< < —=<—
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que particularizando para el elemento permite obtener:

{FfM} =10% x [ -0,9259 0 —0,4630 1,8519 0 0 —1,8519 0,9259 0 0,9259 —0,9259 0,4630 | .

Noétese que las componentes 1, 2, 3, 7, 8, 9, 10, 11 y 12 son las reacciones en los apoyos
que aseguran el equilibrio del elemento.

5.5.2. Vector de Fuerzas Nodales Equivalentes en el Elemento Tetraédrico

Dado que la relacién fuerza-desplazamiento nodal para el elemento tetraédrico viene dada

por la ecuacién (5.1), en la que interviene el vector de fuerzas {f (e)}, es preciso definir cémo se

ext
obtiene ese vector de fuerzas. En este caso, el vector de fuerzas nodales equivalente considerado,

{fé;i} , esta constituido por las siguientes componentes:

(g0} = {87} + {£} (5.178)

donde {ft()e)} y {ft(e)} son los vectores de fuerzas equivalentes asociados a fuerzas madsicas,

y fuerzas superficiales, respectivamente. En los apartados siguientes se obtienen expresiones
particulares para estas dos acciones.
Adicionalmente, se podria considerar también el vector de fuerzas debido a deformaciones

iniciales {fé?}.

5.5.2.1. Fuerzas Nodales Debido a las Fuerzas Madasicas

La expresién del vector de fuerzas mésicas equivalentes viene dada (véanse las ecuaciones
(5.53) y (5.54)) por:

{fge>} - / IN]” {b} aV, (5.179)

|4

y considerando el tipo de aproximacién dado por la ecuacién (5.163) se obtiene que:

T

{fgj)}:% ZJ . (5.180)

Dado que la fuerza masica que mas se utiliza en ingenieria civil es la gravitacional, y segin
el sistema adoptado en la Figura 5.26, queda como:

0
{bi} = 0 2, (5.181)
—pg

donde g = 9,81m/s? es la aceleracién de la gravedad, la ecuacién (5.180) se transforma en:

oV
{fé)}:z[o 0 —pg 00 —pg 00 —pg 0 0 —pg]" (5.182)
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Figura 5.26: Fuerzas masicas nodales.

5.5.2.2. Fuerzas Nodales Debido a las Fuerzas de Superficie

Las fuerzas de superficie pueden estar aplicadas en cualquiera de las cuatro caras del ¢ elemen—
to. Inicialmente las fuerzas equivalentes se calculan para la cara definida por los nodos % ]l = 124
tal y como se muestra en la Figura 5.27, el estudio se puede extender para las demas caras sin
mas que permutar ciclicamente los indices.

Respecto a las fuerzas de superficie, el vector {t} lo componen tres componentes nodales
aplicadas en cada uno de los nodos de la cara, y se supone una variacion lineal:

T
e I L I T (5.183)

Las fuerzas nodales equivalentes debido al vector {t} vienen dadas por la expresién:

{f,f€>} - / [N]" {t} da, (5.184)

A

donde A12Y g el drea de la cara donde se aplica la fuerza de superficie. Para simplificar los
célculos se distribuye el calculo del vector de fuerzas equivalentes en las componentes asociadas a
cada eje coordenado. Si se toman las fuerzas de superficie segin el eje z, t(*), y se representan las
funciones de forma N en funcién de las coordenadas de &rea L, Lo, y L3, se podré representar
una variacion lineal entre las fuerzas superficiales aplicadas en la cara del elemento de la siguiente
manera:

z)

z) | (5.185)

t
(
()
l

tW =1L, L; Li]|¢
t

Por tanto, el vector de fuerzas nodales asociadas al eje x, se calcula como:

P
{fte)} = ¢ pY :/[N]T{t(“)}dA: (5.186)
P;ﬁf) A
Ly tz@)
- / Ly [ [ L Ly Ly ]| &7 |dA= (5.187)
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Figura 5.28: Componentes del vector { ft(e)} que contiene las fuerzas nodales equivalentes debido

a las fuerzas de superficie en la cara ijl = 124.
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LiLy LiLy LiL3 tz@)
= LiLy LyLy Lol | | ¢ | dA= (5.188)
A L1L3 L2L3 L3L3 t;x)

L34 + L1 Lot + Ly Lyt
= / Ly Lot + L3t 4 Ly Ly t(’”> dA. (5.189)
A L1L3t( 2 + Lngt(x) + th(ar)

Se pueden obtener expresiones analiticas de las integrales de las funciones de forma en funcién
de las coordenadas de drea sin mds que emplear la expresién (3.67), de forma que las cargas
equivalentes asociadas al eje x quedan como:

T

ple) — / LAY + Ly Latl? + Ly Lgt" dA =

£ ¢ i) 2yl

A
A
6 127 1271

(5.190)

PO = /Lngt(x) + L3t + LyLat{dA =

+ =t

A
A @ ) 4 A@, A@
Sl Tl R (5.191)

PO = / LiLst”) + LyLst\” + L3t dA =
A

Aw A, A

- 4 t 24, 192

12Z+12J+6l (5.192)

Andlogamente se procede para las fuerzas equivalentes en la d1recc1on del eje y y del z. Por
tanto, el vector de fuerzas nodales equivalentes en la cara Zjl =124 queda como:

( p© 21%) 1) 4 (%)
Py(f) t(y) gy) ( )
P 2 4 1) 4 t(z)
P 1) 4 g0 4 (z)
P%j; W +2t§y) +t§y)

{fée)}: ifg% :% t52)+2t(§z) + 1) (5.193)
P 0
Pz(:) 0
PO 1) 1l 4o
Py(le) tEy)—i-t(y)—l—Qt(y)
Pl t + t(Z) +21%)

Si se desea calcular las fuerzas equivalentes {ft(e)} debido a fuerzas superficiales aplicadas

en las caras i/ﬁ-ﬁ = T2\3, ikl = 134 y j/\kl — 234 basta realizar una simple permutacién de indices
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obteniéndose las siguientes expresiones:

(260 4 ¢ 44 2t 4 1" 4 %) X
2t 10 1 Y 2 +75<y> +7j<y> 8
e + ) ¢ 26" 4 t(z) e 0p(@) 4 4(@) L (@)
() ofde) () 0 g, T
i Tl T ot W) | 4w
1) 4 o) ) 0 R A
A tl(z) +2t%Z) +t§z) 4 0 A 2t§,z +1) 4
— i j k . t(:v) +275( ) t(fv) P ACONE MC) +t($) - (5.194)
12 (x) () (x) 12 12 j k l
A <> <> <> W) | o) 4 1)
+ 2t} &+ 267+t
OO BP0 ] .
tZ(Z) t%Z) 2té€z) t(2)+2t()+t(2) t§2)+2t§j)+tl(2)
0 J 1+ 47 4 27 \ t§z’+t,§)+2t§)

Ejemplo ilustrativo 5.3 (Fuerzas nodales de superficie equivalentes ). Considérese el
elemento tetraédrico mostrado en la Figura 5.25 en el que se aplica una sobrecarga sobre la cara
234 cuyo vector {t} (5.183) correspondiente es:

{t4={0 0 —1000 0 0 —1000 0 0 —1000 }"
Obtener el vector de fuerzas equivalentes {fée) }
Solucién:

Dado que la cara cargada es la 234 tanto en numeracién local como global, el vector de
fuerzas equivalentes se obtiene mediante la iltima expresién de la ecuacién (5.194), y dado que
el drea es igual a A = 0,8660253 m? queda como:

{f,fe)}:{ 00 00 0 —286751 0 0 —288,6751 0 0 —288,6751 }.

5.5.2.3. Fuerzas Nodales Debido a la Presion Hidrostatica

Un caso particular de fuerzas superficiales son las fuerzas debido a la presién hidrostatica,
muy empleado en todas las estructuras que estdn en contacto con agua, como por ejemplo,
presas, muros, diques, etc.

En este caso las fuerzas de superficie actiian siempre perpendiculares a la cara del elemento
(o segin direccién y sentido contrario de la normal definido por la cara del elemento). Una vez
conocidas las presiones en cada nodos p = {p;,pj,pi}, tal y como se muestra en la Figura 5.29,
y dado que la presién del agua varia de forma lineal la expresién (5.193) es vélida para este tipo
de fuerzas.

El primer paso para calcular la fuerza equivalente es transformar la fuerza {p} en la fuerza
mostrada en la expresién (5.183) mediante las siguientes expresiones:

tz(x) = _ﬁxpi 5 tz(‘y) = _ﬁypi 5 tZ(Z) _ﬁzpi 5
tg'x) = _ﬁxpﬁ t;y) = _ﬁypﬁ tEZ) = _ﬁzpﬁ (5'195)
tgx) = —NPk; tgy) = _ﬁypld tl(Z) = —N.p,



254 5. Aplicacion del MEF en la Elasticidad Lineal

4(? P,

~ N\ 20)

« S
3(k) "~ b;
\\ z
1
@ bi
X
a) Fuerzas de superficie b) Fuerzas nodales en el elemento

Figura 5.29: Fuerza de superficie debido a la presion del agua en la cara Z/j\l = 124 del tetraedro
de 4 nodos y cargas nodales equivalentes.

donde 7., N, y 1, son las proyecciones del vector normal unitario sobre los ejes coordenados, y el
signo menos se debe a que la presién siempre tienen signo contrario al versor (vector normalizado)
normal a la superficie que sale del elemento.

Para el cdlculo de esos versores es imprescindible obtener el vector normal, para ello se
emplea el producto vectorial de los vectores segin direccién 1 ] y el vector segin direcciéon Zl de
la siguiente manera:

b

- —
17 N il

i k
= | (@i—x) (yj—v) (z—2) |
(w1 —x) (w—wi) (21— 2)

AN
j (5.196)

que de forma simplificada queda como:
o= nﬁ—k ny.]?+ nzﬁ,

donde i, j, k, son los versores (vectores unitarios) segun las direcciones z, y, z, respectivamente.
El siguiente paso es normalizar el vector:

b
T (5.197)
7|
donde || 10|| es el médulo del vector y viene dado por la expresién || 7| = \/(nx)2 + (ny)? + (n2)?,
de forma que:
N Ny
i

AR (5199

= T+ nyJ + 7.k (5.199)
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5.5.3. Ejemplo de una Presa en Arco

En este apartado se plantea un ejemplo de aplicaciéon del Método de los Elementos Finitos
a partir de los cédigos implementados en los capitulos anteriores. Se analiza una presa de arco-
gravedad, para dos tipos de carga: la correspondiente al peso propio de la estructura, y la debida
al empuje hidrostético.

5.5.3.1. Presa Scalere

La presa Scalere es una gran estructura en arco, realizada en hormigén y localizada en
el centro-norte de Italia. Los trabajos de construccién se llevaron a cabo entre 1910 y 1911. El
cimiento de roca, excelente en todos los aspectos, consiste en areniscas estratificadas del Eoceno.
Debido a la gran impermeabilidad de la estructura, las superficies de la presa estan realizadas
en hiladas regulares. La presa no esta provista de juntas de retraccién. El sistema de drenaje
no cumple los requerimientos de las actuales Normas italianas, por lo que no se considera una
reduccién de las presiones intersticiales.

Los principales parametros son:

= Cota de coronacién: 830,50 m sobre el nivel del mar.

Altura sobre el plano principal de cimentacién: 34,00 m.

Longitud de coronacién: 158,00 m.

Volumen de la presa: 40000,00 m3

Pardametros fisico-mecanicos:

e Hormigén:
o Modulo de elasticidad: 20000,00 M Pa.
o Densidad: 2300 kg/m?3.
o Coeficiente de Poisson: 0,2
o Resistencia a la compresiéon 11,6 M Pa.
o Resistencia a traccién: 1 MPa.

e Cimentacion en roca:

o Médulo de elasticidad: 10000-15000 M Pa (se ha tomado para el célculo 12500,00
MPa)

o Resistencia a la compresion: 10-15 M Pa.

A partir de todos los datos mencionados anteriormente, asi como de la geometria de la
estructura, se ha realizado la discretizacién de la presa en el programa GID, tal y como se puede
ver en la Figura 5.33.

El primer calculo se realiza considerando exclusivamente el peso propio de la estructura y
de la cimentacién rocosa. El resultado obtenido en deformaciones se muestra en la Figura 5.34.
El resultado en tensiones es el que puede observarse en la Figura 5.35(a) y 5.35(b).

Como se puede ver en las figuras 5.35(a) y 5.35(b), las tensiones mdaximas obtenidas son
de 2,10 MPa, del orden de una sexta parte de la resistencia del hormigén. Este dato puede
parecer desmesurado pero conviene recordar que las presas de hormigén (y especialmente las
de gravedad como ésta) tienen su factor mas limitante en la resistencia al deslizamiento, para
la cual es fundamental el peso de la estructura. Es decir, este tipo de construcciones masivas
resisten gracias a su masa, no a las caracteristicas mecdnicas del material.

En cuanto a las deformaciones, resulta muy llamativa la forma que adoptan, con una fuerte
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Figura 5.30: Presa Scalere (Italia).
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Figura 5.31: Planta de la presa.
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Figura 5.32: Secciéon de la presa.
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Figura 5.33: Discretizacién de la presa en elementos tetraédricos (GID-CIMNE).



258 5. Aplicacion del MEF en la Elasticidad Lineal
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Figura 5.34: Desplazamientos producidos bajo la carga exclusiva del peso propio en el paramento
de aguas arriba, aguas abajo y estribo, respectivamente.
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(a) Paramento de aguas arriba. (b) Paramento de aguas abajo.
Figura 5.35: Tensiones verticales debidas al peso propio.
oworzn pis
{ oo { oo
owrea o
owrins owrins
ocmiss octeess
z o z 0
v ‘x A
Coptour [T of DISTLACENENTS, [DISPLACENENTS] [m = Coptour [T of DISTLACENENTS, [DISPLACENENTS] [m
Deformation ( 3765 45). DISPLACEMENTS of TIME ANALYSIS, step 1 Deformation ( 3765 45). DISPLACEMENTS of TIME ANALYSIS, step 1
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Figura 5.36: Desplazamientos producidos por la presion hidrostatica del agua.

deflexién en el centro, siendo nulas en los estribos. Esto se debe a que en el modelo, los estribos
de la presa se modelizan como empotramientos, lo que conlleva que los movimientos sean nulos
en estos puntos. Sin embargo, esto se ajusta poco a la realidad por dos motivos fundamentales:

= La roca de cimentaciéon no es indeformable. De hecho, como se puede comprobar en los
datos ofrecidos anteriormente, la deformabilidad de ambos materiales es muy parecida.

= El proceso constructivo implica la carga progresiva de la estructura y la cimentacién, por lo
que las nuevas hiladas se van construyendo sobre la estructura ya deformada. Por lo tanto,
las deformaciones son mucho mas uniformes en la realidad. Ahora bien, ;qué se podria
hacer para modelizar de forma més fiable los movimientos? Parece claro que habria que
actuar sobre las condiciones de contorno que se imponen para reproducir la deformacion de
los estribos. Una solucién puede consistir en incluir unos muelles elasticos en los extremos,
con una rigidez similar a la de la roca, de tal manera que estos puntos no sean fijos, sino
que desciendan junto con el resto de la estructura.

En el segundo calculo realizado se aplica exclusivamente la presion hidrostatica del agua,
que es creciente con la profundidad. Al igual que en el caso anterior, se muestran las soluciones
en deformaciones y en tensiones.

Como se puede ver en las figuras, el desplazamiento debido a la presiéon hidrostética se
encuentra mucho maés concentrado en la parte central superior de la presa, que es lugar donde
ésta tiene una rigidez menor, y va disminuyendo al aproximarse a la cimentacién y a los estribos.
Las tensiones debidas a la presién hidrostatica, son aiin menores que las debidas a peso propio.
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(b) Paramento de abajo.

Figura 5.37: Tensiones principales producidas por la presién hidrostatica del agua.

En las figuras 5.37(a) y 5.37(b) se muestra la tensién principal mayor que alcanza un valor
maximo de 0,5 MPa en compresiéon y 0,2 MPa en traccién. Ambos valores se encuentran por
debajo de los maximos determinados para los materiales de que estd compuesta la presa.



Capitulo 6
Aplicaciéon del MEF a Forjados

En este capitulo se muestra la aplicacién del Método de los Elementos Finitos (MEF) para
resolver forjados. Los forjados son elementos estructurales como el mostrado en la Figura 6.1,
compuestos de tres elementos: (a) una zona horizontal denominada placa o losa sobre la que
actian cargas predominantemente verticales que se caracteriza por tener una dimensién (canto)
mucho menor que las otras dos, (b) unas vigas, que son elementos longitudinales caracterizados
por tener una dimensién (largo) mucho mayor que las otras dos (ancho y canto), y que se disponen
horizontalmente para recoger los esfuerzos de la placa y distribuirlos a los (c) pilares, que son
elementos estructurales longitudinales dispuestos verticalmente, que transmiten las cargas de las
losas al resto de los pilares hasta llegar a la cimentacién.

Este capitulo estd estructurado de la siguiente manera: en la Seccién 6.1 se muestra la
discretizacion del forjado para su posterior tratamiento, en la Seccion 6.4 se estudia la aplicacién
del MEF al estudio de placas sometidas a flexién, y por dltimo, en la Seccién 6.5 se desarrolla
la teoria que permite aplicar el MEF a las vigas.

6.1. Discretizacion del Forjado

Previo paso al estudio de los forjados en si, y teniendo en cuenta que éstos estan constituidos
por tres elementos con una forma de trabajar diferente, se comprueba si es posible discretizar
el forjado. Para ello se considera la energia de deformaciéon almacenada por cada uno de los
elementos:

= Energia de deformacién del elemento placa o losa (U,), que viene dada por la expresién:
T
[6p]" [Kp] [6p] (6.1)

donde [d,] son los desplazamientos de la placa.

» Energia de deformacién de la viga (U,), que es igual a:
[6,)" (K] (8] (6.2)

donde [d,] son los desplazamientos de la viga.

» Y por tltimo, la energia de deformacion del pilar (U,,), que es igual a:
[6m]" [Km] (8], (6.3)
donde [d,,,] son los desplazamientos de la placa.

261
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Figura 6.1: Forjado correspondiente a la planta de un edificio compuesto por: (a) losas, (b)
vigas y (c) pilares.

Teniendo en cuenta que tanto placas (p), como vigas (v), como pilares (m) forman parte del
forjado (f), los desplazamientos de los distintos elementos han de ser compatibles en los lugares
de confluencia de los distintos elemento, y por tanto, el desplazamiento vertical y las rotaciones
en esos lugares han de ser iguales:

[05) = [0p] = [60] = [6mm] - (6.4)

La energia de deformacién del forjado se obtiene como la suma de las energias de sus ele-
mentos:

Up = Up+ Uy + Up, (6.5)

con lo cual, si se sustituyen las expresiones (6.1)-(6.3) en la ecuacién anterior se obtiene:

Ur = 5 [6,]" [Kp] [0p] + 5 [80)" K] [80] + 5 (6] [K ] [61m] (6.6)

1 1
2 2
expresion que teniendo en cuenta (6.4) queda como:
1
Up = 5 1617 (1K) + (K] + (K} (6], (67)

de donde se deduce que la matriz de rigidez del forjado viene dada por la suma de las matrices
de rigidez de sus componentes:

(K 5] = {[Kp] + [Ko] + (K]}, (6.8)

donde (K| es la rigidez del forjado. Nétese que las vigas (v) y los pilares (m) actiian como
elementos rigidizadores de la placa (p).

De esta manera queda claro que un forjado puede discretizarse en tres elementos, tal y como
se muestra en la Figura 6.2, una placa o losa trabajando a flexién, vigas también trabajando a
flexion en el plano horizontal, y pilares trabajando a flexién y compresién en direcciéon normal
al plano de la losa. Nétese que para facilitar la modelacion, los pilares pueden ser considerados
como rigidizadores actuando cémo muelles, en los que se desprecia el desplazamiento vertical
(deformacién por compresion).
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l:| Discretizacion de la placa @® Elemento tipo muelle (pilar)
——— Elemento tipo viga e Nodo de la discretizacion

Figura 6.2: Discretizacion del forjado en elemento de vigas y de placas.

Comentario 6.1 FEs importante recalcar la diferencia entre la discretizacion del forjado en tres
elementos: losa, viga, y pilar (o muelle, véase la Figura 6.3), y la discretizacion de cada uno de
ellos para su aprorimacion mediante el método de los elementos finitos. Asi en la Figura 6.2,
se muestra claramente como la losa se discretiza en elementos planos, mientras que las vigas se
discretizan en elementos lineales.

|

6.1.1. Hipotesis de Partida

Teniendo en cuenta la discretizacion del forjado en tres elementos claramente diferenciados
(losa o placa, viga y pilar) es necesario tener una serie de consideraciones para que la aproxi-
macién mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF) sea correcta:

= Existen diferentes teorias para el estudio de placas sometidas a flexién: la Teoria de Reiss-
ner, la de Reissner-Mindlin y la Teoria de Kirchhoff. A la hora de hacer la aproximacién
mediante el MEF es imprescindible tener en cuenta que teoria describe mejor el com-
portamiento real de la placa que se quiere modelar. En este libro se emplea la teoria de
Kirchhoff, que es una aproximacién muy buena a la solucién real siempre y cuando se
trabaje con placas delgadas.

= Otra simplificacién importante desde el punto de vista de la discretizacién, es la consid-
eracion de que el eje neutro de la viga coincide con la superficie neutra de la placa, cuando
puede que no sea asi, tal y como se muestra en las Figuras 6.4 (a) y (b). Esta aproximacién
es valida cuando la distancia entre ambos ejes no es excesivamente grande.

A continuacién, se procede a obtener la aproximacién del MEF para el estudio del compor-
tamiento de cada uno de los elementos en los que hemos discretizado el forjado, es decir, para
la losa y para las vigas.

6.2. Teoria de Placas a Flexion

Las placas se definen como cuerpos limitados por dos superficies generalmente planas. La
distancia entre estas dos superficies se denomina espesor (t), que en este caso se considera
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) &% v 4

K,

Vo
K, % K; K - Coeficiente de muelle

Figura 6.3: Tratamiento de los pilares en el forjado.

zlemento de placa

CAN 4

ﬁ

Eje neutro de la viga Elemento de viga

Viga

a) Seccion transversal del forjado b) Discretizacion del forjado

Figura 6.4: Caracterizacién de la unién viga-losa: (a) situacién real y (b) aproximacion.

constante, y esta dimensién es pequena cuando se compara con las otras dos dimensiones, véase
la Figura 6.5. La carga (q) se aplica perpendicular a la superficie media.

El objetivo de la teoria de placas a flexién que se va a emplear es transformar el problema
tridimensional en un problema bidimensional en la superficie media de la placa. La diferencia
bésica entre las distintas teorias de placas (Kirchhoff, Reissner-Mindlin, etc.) reside en como se
deforma la superficie normal al plano medio, representada por la seccion m —n de la Figura 6.6.

En la Figura 6.7 se puede apreciar la diferencia de deformacién entre la teoria de Kirchhoff y
la de Reissner-Mindlin. En este capitulo se desarrolla tinicamente la formulacion de la teoria de
placas de Kirchhoff, aunque se presenta la matriz de rigidez explicita del elemento DKT (Discrete
Kirchhoff Theory), cuya formulacién tiene en consideracién las deformaciones tangenciales, que
son despreciadas por la teoria de Kirchhoff.

6.2.1. Hipotesis Basicas

Para el desarrollo de las ecuaciones bésicas, se tienen en cuenta las siguientes hipdtesis
bésicas:

» El material que constituye la placa es homogéneo (la materia estd distribuida de forma
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,I,

superficie media

Figura 6.5: Placa sometida a flexion.

R

t/2

Antes de la deformacion

Figura 6.6: Seccién (m — n) normal al plano medio de la palca.

homegénea), elastico (hay conservacién de energia en los procesos de carga y descarga),
lineal (la relacién tensién-deformacion es lineal) e isétropo (tensor constitutivo eldstico
es independiente de la orientacién).

= Los desplazamientos en el plano medio de la placa son nulos, es decir, u = 0 y v = 0. Esto
implica que los puntos del plano medio sélo se desplazan verticalmente.

= Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen el mismo desplazamiento
vertical (en la direccién z). Esta hipdtesis es equivalente a considerar que los desplazamien-
tos verticales del plano medio son muy pequenios con respecto al espesor de la placa.

» Las tensiones normales a la superficie media son despreciables en comparacién con las
tensiones en planos paralelos a la misma (plano z—y, tal y cémo se muestra en la Figura 6.5,
y se pueden considerar nulos o, =~ 0. La relacién entre ambas puede llegar a 10~* para
placas muy delgadas (véase la Figura 6.8).

6.2.2. Campo de Desplazamientos

Considerando la seccién m—n de la Figura 6.6, ésta permanece recta tras la deformacion. Por
tanto, se pueden representar los desplazamientos u, v, y w, tal y como se indica en la Figura 6.9.
En esta figura también se indican los valores positivos de la deflexién de la superficie media (w)
y de las rotaciones 0, 0,,.
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Deformacion de la normal /Deformacio’n de la normal de Kirchhoff
de Reissner-Mindlin y

G,<<0c,=o0o,=0

Figura 6.8: Relacion entre las tensiones normales y paralelas al plano medio de la placa.

Con estas consideraciones se pueden representar los desplazamientos como:

U 20, z 0 0 0,
v op=4q 20, »=10 2z 0 0y 7. (6.9)
w w 0 0 1 w

6.2.3. Campo de Deformaciones

El campo de deformaciones (véase el Apéndice A) se relaciona con los desplazamientos segun
la siguiente relacién:

— g 0 0 —
ox
0
c 0 — 0
€
- 0 0 = u
72 — 8 8 82’ v . (610)
xy N - 0
Tyz dy g
,YCEZ y, 0 & a—
)
L 0z ox -
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N |~

a) Desplazamientos y rotaciones.

b) Desplazamiento u.

1g0 =0, :@

Figura 6.9: Desplazamientos y rotaciones positivas (w, 0, 6,) en un punto genérico de la placa.

Noétese que el desplazamiento vertical de todos los puntos perpendiculares a la placa es
constante e igual a w. Lo que implica que se asume que la deformacién segin esta direccién es
muy pequena (¢, ~ 0). Reemplazando la ecuacién (6.9) en la expresién anterior, se obtiene:

€z

€z
Vzy
Yyz
Yz

6.2.4.

0

ox

Yo o glo o

0
0
dy
0
0
o
)
0z
0

)

¥@|e o Flo <

dx

20,
20,

Relacién Tension-Deformacion

(6.11)

Teniendo en cuenta las hipdtesis sobre el comportamiento del material que constituye la
placa, es decir, que es un material elastico, lineal e isétropo, la relacién deformacién-tension
viene dada por la siguiente expresién:

(533

€y
€z
ny
Vyz
\ Vzz

| =

\

7

(6.12)

Ademaés como la deformacién €, =~ 0, la tensién o, despreciarse con respecto a las demads
tensiones (véase la Figura 6.8, y por lo tanto, se puede simplificar la relacién deformacién-tensién
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Integracion en z

a) Tensiones m b) Esfuerzos
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/ .
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Figura 6.10: Esfuerzos actuantes en un punto (elemento infinitesimal) de la placa.

de la siguiente manera:

o 1 —v 0 0 0 Oz
Ey 1 v 1 0 0 0 Oy
Yoy ¢ = I 0 0 2(1+v) 0 0 Toy (- (6.13)
Vyz 0 0 0 2(1+v) 0 Tyz
Yz 0 0 0 0 2(1+v) Tuz

Invirtiendo la expresién (6.13) se obtiene la relacién tensién-deformacién:

1 v 0 0 0
O v 1 0 0 0 Ex
1_
Ty E |0 0 Yo 0 €y
Tay =1 .2 2 1—y Yoy ¢ - (6.14)
Tyz 0 O 0 2 0 Vyz
T _
xz 0 0 0 1 > 1% Yz

La Figura 6.10 (a) muestra las tensiones actuantes en un punto de la placa. Para tratar
el problema tridimensional como un problema bidimensional es conveniente transformar las
tensiones en esfuerzos actuantes en el plano medio de la placa (véase la Figura 6.10 (b)).

Los momentos representados en la Figura 6.10 (b) se obtienen a través de las siguientes
integrales a lo largo del espesor:

t/2 t/2 t/2
M, = [ zopdz ; My= [ zoydz ; My, =My, = [ 2715dz, (6.15)
—t/2 —t/2 —t/2

mientras que los esfuerzos cortantes se obtienen como:

t/2 t/2

Q. = fozdz ;o Qy = nyzdz. (6.16)
)2 /2
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6.3. Teoria de Kirchhoff para Placas Delgadas

Como ya se explicé anteriormente, la teoria de Kirchhoff es iinicamente valida para placas
delgadas, es decir, cuando la relacién entre el espesor ¢ y el ancho medio (media de las otras dos
dimensiones) cumple la siguiente relacion:

_t .
(a+0)/2 ~

En caso de que no se cumpla, la teoria de Reissner-Mindlin constituye una mejor aprox-
imacién a la deformacién real de la placa. En caso de que el espesor sea muy grande puede
ser incluso necesario emplear la teoria de elasticidad tridimensional. Para mas detalles sobre
la formulacién de elementos finitos segin la teorfa de Reissner-Midlin véase [Onate, 1992], o
[Zienkiewicz and Taylor, 2004b].

Ademsds de las hipétesis béasicas vistas en el apartado anterior, la teoria de Kirchhoff asume

0,1. (6.17)

que:

» Cualquier recta perpendicular a la superficie media de la placa (por ejemplo seccién m —n
de la Figura 6.11) permanece recta tras la deformacién y perpendicular a la deformada del
plano medio, tal y como se muestra en la Figura 6.11 (b).

Esta hipétesis garantiza que las deformaciones tangenciales ;. y 7,. son nulas, con lo cual,
segun la expresion (6.11) se concluye que:

ow
2z = 0 — 0, =—— 6.18
Y. o (6.18)
ow
Yyz = 0 — Hy == —a—y (619)

La aproximacion de elementos finitos siguiendo la Teoria de Kirchhoff consta de las siguientes
etapas:

s Paso 1: Descripcion del campo de desplazamientos. Los desplazamientos u, v, y w
en cualquier punto de la placa, concordantes con los ejes x, y, y 2, se pueden expresar en
funcién de la flecha (deflexién) de la placa y de las rotaciones de la superficie media (w, 0,

0
6,) (véase la Figura 6.9). Teniendo en cuenta que 6, = ——w, y b, = —8—w, la expresion
4

Jy

(6.9) del campo de desplazamientos segun la teoria de Kirchhoff queda como:

( _za_w
U 20, gm
v op =23 20, p=4 ;2% L. (6.20)
w w Oy
w

En la Figura 6.11 se puede apreciar la componente u del campo de desplazamientos.

El campo de desplazamientos de la placa se puede expresar de la siguiente manera:

_Ow(z,y)

U(.’L',y,Z) z 8:6
{u} =< v(z,yz2) p=¢ Owlzy 5. (6.21)

w (z,y, 2) dy

w (z,y)
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b) Placa deformada

o

t/2

a) Placa no deformada

Figura 6.11: Corte transversal (z-y) de la placa antes y después de la deformacion.

Paso 2: Obtencion del campo de deformaciones. La relacién del campo de deforma-
ciones se obtuvo en la seccion 6.2.3, pagina 266. Teniendo en cuenta que segin la teoria de

0
Kirchhoff se cumple que 6, = —a—w, y by = —a—w, el campo de deformaciones es igual a:
Y T
(00, 0%w
Pha hlihd
ox ox
co 0 0w
gy =14 2% =—2q — = —z{¢é}. (6.22)
5 Oy 0y?
o 5, 0 , Ow
Pha
ay J \ axay J
{¢}

Noétese que dado que 7,. = 7,. = 0, las tensiones correspondientes 7, y 7,. no contribuyen
en el estado deformacional de la placa, pese a que estas tensiones no son despreciables. Pos-
teriormente se comprueba que estas tensiones se pueden obtener a través de las ecuaciones
de equilibrio.

Paso 3: Descripcién del campo de tensiones. Teniendo en cuenta la relacién (6.14)
y que v,z = Y2z = 0, se obtiene la siguiente relacién para el campo de tensiones:

1 v 0
Oy Ex
__E v 1 0
Oy =12 11—y Ey , (6.23)
Txy 0 0 5 Yy

que es exactamente el mismo campo de tensiones que se emplea para el estado de tension
plana en el problema de elasticidad bidimensional (véase la expresién (A.10)).

Comentario 6.2 FEs importante recalcar que para obtener la expresion anterior se consid-
erd que las tensiones o, Ty, Y Ty, no contribuyen significativamente a las deformaciones
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a) Distribucion de tensiones

Figura 6.12: Distribucién de tensiones en la placa y criterio de signos para los momentos
flectores.

de la placa. Lo que no quiere decir que esas tensiones sean nulas o despreciables. Dicho
valor se puede obtener a posteriori utilizando las ecuaciones de equilibrio entre momentos
flectores y esfuerzos cortantes.

|
Reemplazando el vector deformacién dado por la expresién (6.22) en la expresién (6.23)
se obtienen los valores de las tensiones en la placa:

;

o o
o a2 " Oy?
* _ —Ez 9w 9w

Oy - (1 _ ]/2) a—yQ + V@ (624)
= 9w
(1=v) 0xdy

En la Figura 6.12(a) se muestra la interpretacion gréfica de las tensiones que actian en la
placa, mientras que en la Figura 6.12(b) se muestran el criterio de signos empleado para
los momentos.

= Paso 4: Obtencién de los esfuerzos en la placa. Los esfuerzos actuantes en la placa
se obtienen a partir de la integracién de las tensiones a lo largo de todo el espesor de la
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placa. Asi pues, considerando un elemento infinitesimal de placa en el plano -y como el
mostrado en la Figura 6.10 (a), se obtienen los momentos flectores M, M, y My, (véase
la Figura 6.10 (b)) a partir de las siguientes expresiones:

12 12 12
f/ zogdz ; My = f/ zoydz 3 Mgy = f/ 2Tyydz. (6.25)
—t/2 —t/2 —t/2

Sustituyendo los valores de las tensiones dadas en la ecuacién (6.24) e integrando, se
obtiene:

0w 0w
0w 0w
M, = —D<6y v 6w2> (6.27)
0w
My, = -D(1-v) 5ady (6.28)

donde D = m es la denominada rigidez a flexion de la placa.

La expresion anterior en forma matricial queda de la siguiente manera:

;

o
M D vD 0 Ox?
T 2
M} = { M, p=—|V"P D 0 07w (6.29)
M, o o 20-v oy?
v 2 5 0%w
[Dk] 0xdy
~
{&}
{M} = —[Dg]{&} (6.30)

donde {&} es el vector de deformaciones generalizadas de flexion o vector de curvaturas, y
[Dg] es la matriz constitutiva de la placa a flexién.

Paso 5: Obtencién de la ecuacién diferencial de la placa. Dado el elemento difer-
encial de placa mostrado en la Figura 6.13. El equilibrio de fuerzas en el elemento cuando
sobre este actia una sobrecarga uniformemente distribuida (¢) vienen dado por la siguiente
expresion:

qdzdy — Qydr — Qdy + (Qm Qz > dy + <Qy Qy dy> dx =0, (6.31)

que simplificando queda como:

0Qx  0Qy

I By +q=0. (6.32)

A continuacion se establece el equilibrio de momentos con respecto al eje x:
Mydx + My, dy — (Mw + 62&”?’ dx) dy + (Qm 8% x> dy%y (6.33)
- (My + aa—]\zydy> dx + (Qy + Qy ) dzdy (6.34)

d d
—Qxdy?y + qudy?y =0,
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Figura 6.13: Esfuerzos actuantes en un elemento diferencial de placa (dzdy).

expresiéon que tras simplificar y despreciar infinitésimos de tercer orden (dzdydz) queda

como:
OMy, OM,
— 4+ —= — =0. 6.35
ar oy @ (6.35)
Una expresion analoga se puede obtener si se plantea el equilibrio de momentos con respecto
al eje y:
OMy,  OM,
— =0. 6.36
oy " or & (6.36)

Sustituyendo los valores de los momentos M, y M,,, dados por las ecuaciones (6.26) y
(6.28), respectivamente, en la ecuacién (6.36) se llega a la siguiente expresién para el
esfuerzo cortante Q,:

o -hLon- gl o555

p— —_— _— V—
0 0x0 15) 0z? Oy?
0 (e oy ’ g (6.37)
p— _D— —_— —_— .
ox <6x2 * 8y2)

Reemplazando los momentos M, y My, dados por las ecuaciones (6.27) y (6.28), respecti-
vamente, en la ecuacién (6.35), llegamos a la siguiente expresién para el esfuerzo cortante

Qy:
0 [(*w 0w
a = -py <_8x2+_6y2). (6.38)
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Sustituyendo (6.37) y (6.38) en la ecuacién de equilibrio de fuerzas verticales (6.32) se
obtiene:

0% (0*w  *w 0% (O*w  O*w
_pZ (Zw, 2v) _pd (2w, W) _ _ .
0x? (8.%'2 * 6y2> 0y? (8.%'2 * 6y2> e (6.39)

que reagrupando términos queda como:

0*w 0*w 0*w
Ox* + 26x28y2 + 9zt ~ D’ (6.40)

Expresién que constituye la ecuacién diferencial de la placa en funcién de los desplaza-
mientos verticales. Si se expresa en funcion del Laplaciano queda como:

V2V2w:% 6 Viw=-1L (6.41)

Sl

6.4. Resolucion de Placas Empleando el MEF

6.4.1. Elemento Finito ACM para Placas Delgadas

Una vez obtenidas las ecuaciones basicas que rigen el comportamiento de una placa delgada,
se va a proceder a obtener la expresiéon de la matriz de rigidez, {kz(e)], de un elemento de cuatro

nodos denominado ACM (Adini-Clough-Melosh), y el vector de fuerzas externas nodales { f (e)}

de tal manera que se cumpla que:

{ f<e>} _ [k@} {5<e>}, (6.42)

Noétese que se va a desarrollar este elemento por su sencillez, ya que desde el punto de vista
practico no proporciona buenos resultados si lo comparamos con otros tipos de elementos. Los

pasos para la obtencién de la matriz de rigidez [k(e)] del elemento ACM para resolver problemas
de placas delgadas son:

» Paso 1: Identificaciéon del problema. El primer paso, comin para cualquier elemento
utilizado, es la seleccién del sistema de coordenadas y la identificacion tanto del niimero
de nodos del elemento (n,, ), como del nimero de grados de libertad por nodo (ng, ).

El sistema de coordenadas globales y la numeracion de los nodos del elemento se muestran
en la Figura 6.14, en la que se puede apreciar que una de sus limitaciones es la de ser un
rectangulo (lados perpendiculares).

Los desplazamientos en cada nodo del elemento estdn representados por una traslacion
vertical (w) y dos giros, uno con respecto a x y otro con respecto a y. Por tanto el
numero de grados de libertad o incognitas por nodo es igual a tres, tal como se muestra
en la Figura 6.15, con lo cual cada nodo del elemento tiene tres parametros nodales. Es
importante mencionar que el vector desplazamiento adoptado para este elemento es el
siguiente:

{6} = o= 0y =~ (‘Z_Z) , (6.43)
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y
(0,b) / (a,b)
4

(0,0) #&L 2 .
@0y X

a

Figura 6.14: Elemento finito ACM para el estudio de placas delgadas.

donde 0, y 0, siguen la convencién de signos presentada en la Figura 6.9. Se adopta este
orden en el vector desplazamientos para facilitar el acoplamiento con las vigas.

Andlogamente, para el caso de las fuerzas en los nodos, toda fuerza se puede expresar en
funcién de tres componentes también asociadas a los grados de libertad, con lo cual el

vector de desplazamientos nodales {6(6)} v el vector de fuerzas externas nodales { f(e)}

vienen representados (véanse las Figuras 6.15 (a) y (b)), respectivamente, por las siguientes
expresiones:

a) Desplazamientos nodales b) Fuerzas nodales

Figura 6.15: Componentes de los vectores de desplazamientos y de fuerzas externas nodales del
elemento de cuatro nodos (ACM).
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Término constante
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Figura 6.16: Polinomio de Pascal en 2D.
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2, T,
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EUQ Fzg
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©1 =) v ! (e)}_ Ty,
{5 } w0 {7 i (6.44)
0}:3 TJUB
993 Tys
'171)4 Fa:4
i, T,
Ya Ty, |

» Paso 2: Seleccién de la funcién de desplazamientos {6 (z,y)}. En este caso, dado que
el elemento ACM posee 12 grados de libertad en total, la funcién con la que se representa el
campo de desplazamientos tiene 12 coeficientes asociados a los 12 términos del polinomio
de Pascal mostrados en la Figura 6.16. Asi, el desplazamiento vertical en el elemento en
funcién de las coordenadas = e y queda como:

w:{ 1 oy 22 a2y y? 23 2%y ay? o 2%y }{a}, (6.45)

donde {a} = {a1, a2, -+ ,a12}" es un vector con 12 constantes a determinar.

Una vez definido el desplazamiento vertical en el elemento, las rotaciones se obtienen
empleando la expresién (6.43):

7] ow 2 2 3 2

0, = i a3 + asx + 206y + agz” + 2092y + 310y + a12° + a2y

C oy (6.46)
Oy = ——— = —as — 2047 — a5y — 3a7:c2 — 2agxy — a9y2 — 3a11:c2y — algyg.

ox
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Si se disponen las expresiones (6.45) y (6.46) en forma matricial, el vector de desplaza-
mientos {4 (z,y)}, queda como:

w 1 zy 22 zyy? 23 2%y x® 3 2y xyd
O = |0 01 0 z 2y 0 2 2xy 3y? 23 3ry? | {a} =
0y 0 -10 -2z —y 0 =32 —2zy —y®> 0 =322y —¢°
————
{5v) [X]
= [X[{a}. (6.47)

= Paso 3: Representacion de los desplazamientos dentro del elemento. En esta eta-
pa se pretende representar los desplazamientos dentro del elemento, {d (x,y)}, en funcién

de los desplazamientos nodales, {5(5)}, es decir, que los pardmetros {a} de la ecuacién

(6.47) quedaan en funcién de los desplazamientos nodales:
{5@} — [A]{a}. (6.48)

La matriz [A] se obtiene partiendo de que la solucién adoptada (6.47) es valida para
todos los puntos del elemento, y particularizando la funcién de los desplazamientos en las
coordenadas de los cuatro nodos del elemento ACM, con lo que se obtiene:

10 00 0 0 0 0 0 0 0 0
00 10 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 a 0a¢ 0 0 d 0 0 0 0 0
00 10 a 0 0 a® 0 0 a 0
0 -1 0 —2¢a 0 0 —3a% 0 0 0 0 0

[A]= 1 a b a? ab bV @ a’b ab® b d3b ab? - (6.49)
00 10 a 2b 0 a® 2ab  3b* o 3ab?
0 -1 0 —2¢ —=b 0 —3a®> —2ab —b> 0 —3a%b b3
10 b0 0 b 0 0 0 o0 0
00 10 0 2b 0 0 0 302 0 0
0 -1 0 0 b 0 0 0 - 0 0 _—

La forma inversa de la expresién (6.48) es:

fa} = (A" {6©}, (6.50)

donde la inversa de [A] es:

1 0o 0o 0o o 0 0 0 0 O 0 0 |
0 0 —-10 0 0 0 0 0 0 0 0
O 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-%0 2 3 0 L 0 0 0 0 0 o0
1 1 1 1 1 1 1 1
% "a b a a2 0 —x0 0 F 0 -3
Al = -2-20 0 0 0 0 0 0 & -3 0 (6.51)
%2 0 —-5-%0 -%0 0 0 0 0 © '
3 2 3 1 3 1 3 2
2 0 =m0 w0 o w0 @
3 2 3 2 3 1 3 1
@ w V —awd @ w0 a0
Z % 0 0 0 0 0 0 0 -%F#% 0
2 1 2 1 2 1 2 1
30 @m0 = w0 —maw 0
2 1 2 1 2 1 2 1
R Ry U S-S Ut U Bt~ A U
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Reemplazando (6.50) en la expresién (6.47), se puede obtener la expresién del desplaza-
miento dentro del elemento en funcién de los desplazamientos nodales:

{8(x.y)} = [X][A]7 {8}, (6.52)

{(8(z,y)} = [N] {5<e>} donde [N] = [X][A]". (6.53)

Paso 4: Establecimiento de la relacién deformacién-desplazamiento ({e(x,y)}-
6(6)) dentro del elemento. Dado que en las ecuaciones de la elasticidad intervienen las
deformaciones es preciso relacionar para un elemento dado, las deformaciones {e (x,y)}

con los desplazamientos nodales {5(6)}. Las deformaciones segin la teoria de Kirchhoff

para placas delgadas estan relacionadas mediante las expresiones (6.22):

o
s &
Ey o =—% a—qg = —z{¢e}. (6.54)
Yy 8%10

0xdy

Reemplazando el campo de desplazamientos (w) adoptado (véase la expresion (6.45)), en
(6.54) se obtiene que el vector de deformaciones independientes:

o (204 + 672 + 208y + 6a12Y)
Ey =% (2066 + 297 + 610y + 6a27Yy) , (6.55)
Vay 2 (a5 + 2agr + 2009y + 3ap2? + 3a12y2)

que expresado en forma matricial queda como:

0002006z2y 0 06azy O

{e(z,y)} =—-2[000002 0 02x6y O6xy|{a}
000020 04z 4y 0 622 612 (6.56)
[G]
= —z[G]{a}.

Reemplazando (6.50) en la expresién (6.56) se obtiene:

fe(@,y)} = —=[G][A] " {6©)} = B] {6©)}, (6.57)

expresién que nos permite relacionar las deformaciones dentro del elemento en funcién de
los desplazamientos nodales.

También se define el siguiente vector que es 1til a la hora de definir los momentos:

9w
86?

(&) = 8—%‘2” :[G][Arl{a(e)}. (6.58)
0“w

2
0xdy
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La matriz [B] se puede expresar como [B; ; By ; B3 ; By] cuya expresién analitica es
igual a:

6(a—2x)(b—y)  6(a—z)(b—2y)  2((b2—6yb+6y?)a®—6b*zat6b’z?) ]
a3b ab3 a3b3
0 2(a—x)(2b—3y) 2(b=3y) (b—y)
ab? ab?
_ 2(2a—3z)(b—y) 0 _ 2(a—3z)(a—x)
a?b a?b
6(a—2z)(b—y) 62(b—2y) 2((b2—6yb+6y? )a2—6b2za+6b22?)
- a3b ab3 - a3b3
0 4bz—6xy _2(b=3y)(b—y)
ab? ab2
_ 2(a—3z)(b—y) 0 2(2a—3z)z
T a?b a’b
[B] =z 6(&721‘)y Gx(bey) 2((b276yb+6y2)a276b2xa+6b2x2) . (659)
T % T ab3 a3b3
0 2x(b—3y) 2(2b—3y)y
ab? ab?
_ 2(a—32)y 0 622 —4dax
a?b a2b
6(a—2z)y 6(a—z)(b—2y)  2((b?—6yb+6y?)a®—6b>za+6ba?)
a3b - ab3 - a3b3
0 2(a—a)(b=3y) 647 by
ab? ab?
6zy—4ay 0 2(a—3z)(a—zx)
L a?b a2b i

= Paso 5: Establecimiento de la relacion momentos flectores - desplazamientos
nodales ({M(e)}—é(e)) dentro del elemento. Partiendo de las ecuaciones (6.30) y de la
expresion de {€} dada por la expresién (6.58) se llega a la siguiente expresién:

M} = - D] {£} = — Dk [G][A] " {6©)}, (6.60)

que relaciona los momentos flectores con los desplazamientos nodales dentro del elemento
ACM.

Paso 6: Establecimiento de la relacién fuerzas-desplazamientos nodales. El lti-
mo paso para obtener la matriz de rigidez del elemento ACM consiste en establecer la

relacién entre la fuerza { f (e)} y el desplazamiento nodal {6 (€) }, precisamente esta relacién
viene dada por la matriz de rigidez del elemento {k(e) .

Aplicando el Teorema del Trabajo Virtual, se imponen unos desplazamientos virtuales
{5(6)} en los nodos del elemento de forma que el trabajo externo total, que viene dado

por la expresion:

Wont = {S(e) }T {f(e)} , (6.61)

sea igual al trabajo interno total. Este dltimo viene dado por la integral en el volumen del
elemento:

/ (& {o}dv (6.62)
1%

donde {&} es el vector de deformaciones virtuales y {o} es el vector tensor de tensiones.
Si la expresién 6.57 es valida, también es valida para el vector de deformaciones virtuales:

{e@y)}t =2 @y} con  {Ey)} =(G)[A] " {5} (6.63)
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Reemplazando la expresién anterior en el trabajo interno (6.62) obtenemos que:

/ T AT {o) v
v (6.64)
— [ {5V AT G | [ —2{o}dz || dA
f /

z

Obsérvese que a través de las expresiones (6.25) y (6.30), se puede decir que:

[ ~#1oydz =~ (M} = - (- [DK){£) = (D) G 4] {59} (6.65)

Z
resultando que el trabajo interno viene dado por:

Wae = {30} / 1A @] D] [G] [A] ] dA {50} (6.66)

A

Igualando el trabajo externo W, (6.61), con el trabajo interno Wy,; (6.66), se llega a la
siguiente expresion:

que simplificando queda como:

a

b
/ / Dx] (@] [A] " dedy {5} (6.68)
00

Identificando los términos de esta expresién con la ecuacién (6.42) se deduce que la matriz
de rigidez del elemento ACM es igual a:

a

b
k<€ / / |" [Dk] [G][A] " dzdy. (6.69)
0

La expresién analitica de la matriz de rigidez se puede obtener por integracién numérica
teniendo en cuenta que [G] [A™!] = [B]” /2, y que con dos puntos de Gauss por dimensién
se obtiene la integral exacta. Alternativamente se puede emplear la expresién cerrada de
la matriz de rigidez mostrada en las Figuras 6.17 y 6.18.



K]

ki ki ki ki ki ki
2D(10a*+b2(7—2v)a?+10b) D(%HvH) D((4v+1)a?+10b?) 2D(5a*+b%(2v—7)a%—10b") D(%‘;—M—l) D(a?(v—1)—1052)
5¢°0° 5a - 5a2b 50707 5a 5a2b
D(“;S +4V+1) AD(5a%—b2(v—1)) D("lj‘g —41/—1) 2D (5a%+26%(v—1))
5a Thab —Dv 70 Thab 0
D((4v+1)a2+106?) 4D(562—a2(v—1)) D(%—Vﬂ) D((v—1)a2+10b2)
- 5aZb _2D v T5ab 5b 20 T5ab T
2D(5a*+b2 (2v—T7)a?—10b") D(%LT_4V_1> D(%”r—vﬂ) 2D(10a* +b%(T—2v)a®+10b%) D(%HVH) D(%+4V+1)
3p3 3p3
D(Sfél_lly_1> , 5a2 5b b @ b4 . 25a2 5b
b2 2D(5a2+2b%(v—1)) 0 ( 2 Tt ) 4D(5a2—b*(v—1)) Dy
, 5a , 15ab , , Lb25a 15ab L
D(a?(v—1)—10b%) 0 D((v—1)a*+10%) D( o2 +4V+1) Dy 4D(56%—a%(v—1))
4 za ’ 2 k4 _5a? 15&2 2 4 25b 2 rpd _10a% &5_&17 _
2D(5a* +b2(2v—T7)a +5b) D( 52 V+1) D((v—1)a?+5b?)  2D(—10a'+b?(2v—7)a2+5b") D( 2 Y 1) D( .z W 1)
o 5a3b3 5a 5a2b 54363 5a 5b
D(5a2+b%(v—1)) D(5a2—b*(v—1)) D(%“r—vﬂ) D(10a+b?(v—1))
P%bQ 15ab 0 ] ,ha 15ab 0
D(-%% —v+1) 0 D(5b%—a2(v—1)) D( 3 —av-1) 0 2D(2(v—1)a®+5b2)
5b 15ab 5b I%ab
2D(—10a"+b2(2v—T7)a2+5b) D(—“ff +V—1> D(—%+4l/+1> 2D(5a" +b%(2v—T7)a%+5b" ) D(—sf—;—wrl) D(—%—VH)
5q3b3 5a 50 B 5a3b3 5a 5b
D(198= —v+1) D(10a2+62(v—1)) 0 D(5a2 452 (v—1)) D(5a2—b2(v—1)) 0
a 15ab 5ab? 15ab
D(—%Hlﬂrl) 2D(2(v—1)a2+5b%) D((v—1)a®+5b?) D(5b—a?(v—1))
5b 0 15ab 5a2b 0 15ab o

Figura 6.17: Matriz de rigidez del elemento ACM.
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K K K ) ) k)
2D(5at+b%(2v—7)a2+5b1)  D(5a2+b2(v—1)) D(—E;%—er) 2D(—10a+b%(2v—7)a%+5b%) D(“;% —V+1) D(—E;%+4V+1)
o 5¢3b3 5ab? 5b 5a3b3 5a 5b
D(-3 —v+1) D(5a2-b2(v—1)) 0 D(-198"4v-1) D(10a%+b2(v—1)) 0
5a 15ab gya 15ab
D((v—1)a?+5b?) 0 D(5b2—a2(v—1)) D(—%+4V+1> 0 2D(2(v—1)a2+5b?)
5a2b ) ] 5ab 5b 15ab
2D(—10a*+b?(2v—7)a+5b%) D(%—er) D(jl%—4v—1> 2D (5a*+b2(2v—7)a?+5b*)  D(5a2+b%(v—1)) D((v—1)a®+5b?)
o 5a3b3 5a 50 - 5363 5ab? 5a2b
(-1 +v-1) D(10a>+0?(v—1)) 0 D% —v+1) D(5a” —b(v—1)) 0
25a 15ab Eéa 15ab
D(%";—4v—1> 0 2D(2(v—1)a2+5b?) D(—%—V‘“l) 0 D(5b2—a?(v—1))
D 15ab 5b . 15ab
2D(10a® +52(7-2v)a2+106*)  D(10a%+b2(4v+1)) D(f—g+4v+l) 2D (50" +b2(2v—T7)a® ~10b%) D(—j;; +4u+1) D(lg—g—u-l—l)
o 5a3b3 o 5ab? 5b 5¢36° 5a 5b
D(10a2+b%(4v+1)) 4D (5a2—b%(v—1)) D D(—“’,jé +4V+1) 2D(5a2+2b%(v—1)) 0
- Jab? T5ab —Pv 5a Thab
D(%”;Huﬂ) AD(5b2—a2(v—1)) D(a2(v—1)—10b2) D((v—1)a®+10b%)
R _QDV 15ab 5a2b 0 - 15ab
2D(5a*+b2(2v—7)a?—10b*) D(—%+4V+1) D(a?(v—1)—10b%) 2D(10a*+b*(7—2v)a?4+10b*)  D(10a%+b?(4v+1))  D((4v+1)a+10b%)
’ r5(§3b3 5a 5a2b 5a3b3 B 5ab? B 5a2b
D (— %2+4u+1) 2D(5a2+2b%(v—1)) 0 _ D(10a*+b(4v+1)) 4D(5a2—b2(v—1)) Dy
Ra 15ab 5ab? 15ab
D(lfj—g—m) D((v—1)a®+10%) D((4v+1)a®+10b%) 4D(5b%—a?(v—1))
T 0 T5ab - 5a2b Dv T5ab

Figura 6.18: Matriz de rigidez del elemento ACM.
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6.4.1.1. Vector de Fuerzas Nodales

Para el vector de fuerzas externas nodales, { f(e)}, sblo se considera una carga uniforme-
mente distribuida (véase la Figura 6.19). Para este caso particular, el vector de fuerza nodales

equivalente, { f (e)}, viene dado por:
{0} = [ (Pyaa (6.70)
A

donde {P} es el vector con las fuerzas en el elemento.
Considerando la expresién (6.53) se puede decir que:

()

/ IN]T {P}dA (6.71)

1[A] —1 {P} dA

Il
\

A
_ { 7 (P} dA.

Siendo la matriz [A]_1 constante en un elemento de placa (6.51), se concluye que:
{ f<€>} — (AT / (X]” {P} dA. (6.72)
A

El vector { P} depende del tipo de carga que se adopta en el elemento, pudiendo ser variable
o no dentro del mismo. En este caso el vector de cargas viene dado por:

q
(Py={0}. (6.73)
0
Teniendo en cuenta las expresiones de [X] (6.47), {P} (6.73) y la matriz [A]~' (6.51), se
obtiene el vector de fuerza externas nodales:
([ Fy (1
Txl %lb
Tyl —60/
Fo 1
Tyo %b
©) = Typ { _abg | Ga A
{f o RS (6.74)
Tys —1b
Tyg %CL
Fy 1
Toa —%b
Ty4 —60/
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A1 /| TR

A A A A

1(0,0) © X
a 12(a,0)
l

Figura 6.19: Carga considerada en el elemento de placa.

Figura 6.20: Grados de libertad del elemento finito DKT para placas.

6.4.2. Elemento Finito Triangular de Placas (DKT)

El elemento DKT (Discrete Kirchhoff Theory) esté constituido por 3 nodos con 3 grados de
libertad por nodo, tal y como se muestra en la Figura 6.20.

La demostracién de como se obtiene la matriz de rigidez del elemento triangular DKT
y los esfuerzos, se recomiendan las referencias [Jeyachandrabose et al., 1985], [Batoz, 1982], y
[Batoz et al., 1980].

A continuacién se muestra la subrutina para obtener la matriz de rigidez del elemento de
placa DKT.

function [ke,Ael=rigidDKT(x,E,nu,t);

b

% Funcion que obtiene la matriz de rigidez de un elemento DKT
% trabajando en 2 dimensiones (en el plano del forjado)

% en coordenadas globakes
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94
3
q 3 g4
g4 3
3
2 2
1 1
a) Carga uniformemente distribuida b) Fuerzas nodales equivalentes

Figura 6.21: Fuerzas nodales equivalentes del elemento DKT.

En lo que respecta el vector de fuerzas externas, se considera una carga uniformemente
distribuida en el elemento, y por tanto el vector de fuerzas externas (vector de fuerzas nodales
equivalentes), mostrado en la Figura 6.21, viene dado por:

{f<e>}:%{1 0010010 0]}, (6.75)

donde q es la carga uniformemente distribuida, y A es el drea del elemento DKT.

6.4.2.1. Esfuerzos Internos en el Elemento DKT

Respecto a los esfuerzos internos en el elemento DKT, el desarrollo exhaustivo se puede con-
sultar en las siguientes referencias [Jeyachandrabose et al., 1985], [Batoz, 1982], y [Batoz et al., 1980].
A continuacién se muestra la subrutina para la obtencién de los momentos.
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4 4
Condensacion
estatica

5 |::> DKT4

Figura 6.22: Formaciéon del elemento DK'T4.

BET(1,K)=(Y31*H1X(K)+Y12*H2X (K) ) /AUX;
BET(2,K)=(-X31*H1Y (K)-X12*H2Y (K) ) /AUX;
BET(3,K)=(-X31*H1X (K) -X12*H2X (K) +Y31*H1Y (K) +Y12xH2Y (K) ) /AUX;
end
PRO = Dk*BET;
MXT(j) = PRO(1,:)*ul;
MYT(j) = PRO(2,:)*ul;
MXYT(j) = PRO(3,:)*ul;
end

Me=[MXT (1) MYT(1) MXYT(1) MXT(2) MYT(2) MXYT(2) MXT(3) MYT(3) MXYT(3)]’;

6.4.3. Elemento Finito Cuadrangular para Placas (DKT4)

El elemento DKT4 esté constituido por 4 elementos DK'T mediante condensacion estatica, tal

y como se muestra en la Figura 6.22. La matriz de rigidez tiene dimensiones 12 x 12 ( [kz(e)} ).
12x12

Este elemento tiene la ventaja de que no presenta ninguna preferencia con respecto a las direc-
ciones de la malla, como ocurre con los elementos triangulares.

Para realizar la condensacion estatica, considérense 4 elementos finitos DKT donde los re-
spectivos grados de libertad se muestran en la Figura 6.23. La condensacién estatica, utilizada
para generar el elemento DKT4, consiste en eliminar los grados de libertad internos (grados 13,
14 y 15).

Los cuatro elementos finitos forman un sistema conjunto tal que:

{f(wnj)}15x1 - {k(conj)} 15%15 {u(wnj)}wxl ' (6.76)

Se puede desagrupar el sistema anterior teniendo en cuente los grados de libertad externos
(e) e internos (i):

3l Tl Ikl o el (R il B (70

donde e se refiere a los grados asociados a los nodos externos 1, 2, 3, y 4 (véase la Figura 6.22),
e i se refiere a los grados de libertad del nodo central 5.
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A=A +4, + A4, + 4,

Figura 6.23: Grados de libertad asociados a los elementos DKT.

El sistema (6.77) puede ser escrito como:

{fe} = [kee] {Ue} + [kez‘] {uz}
{fi} = ki) {ue} + [kii] {us} (6.78)

De la segunda ecuacion del sistema (6.78), se puede obtener la expresién de {u;} :
{wi} = ki) ™ ({F:} = [kic) {ue}) - (6.79)

Sustituyendo el valor de {u;} dado por la ecuacién anterior en la primera ecuacién de (6.78)
se obtiene:

{fe} = [kee] {ue} + [kei] (ki) ™" ({F:} — [Rie {ue}) (6.80)
= [kee] {we} + (ke [kaa] " {F i} = [ea] [Rois] " [Rie] {ue} (6.81)
y operando:
{fe} - [kei] [kz‘i]il {fz} = [kee] {ue} - [kei] [kz‘i]il [kie] {ue} (6'82)
{Fey = e e {5 = { Toee) = D] o)™ i)} {use) (6.:83)
{feb = [kc]{uc}. (6.84)

Por tanto, la matriz de rigidez del elemento finito DKT4 viene dada por:
el = { ] = e P [kl (6.85)
mientras que el vector de fuerzas externas nodales del elemento condensado viene dado por:

{foy ={F} — kel ki) " {£3}- (6.86)
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Si se considera que sobre el elemento sélamente actia una carga uniformemente distribuida
q. Los vectores de fuerzas nodales {f.} y {f;} vienen dados respectivamente por:

(A + Ay
0
0
A1+ Ay
- 8 ; - I(é)l 6.87
{fe}_g A2+A3 ’ {fz}_g 0 ) ( )
0
0
Az + Ay
0
0

\

donde Ay, Ag, Az, y Ay son las areas de los elementos desacoplados (véase la Figura 6.23), y
A=A+ Ay + Az + Ay,

Noétese que la obtencién de la matriz de rigidez y del vector de fuerzas externas nodales del
elemento condensado es sencilla si se tiene en cuenta que la inversa de la matriz [k;;] se puede
obtener analiticamente como:

c 17! df —e?> ce—bf be—cd

a b
kil P=1b d e =7 | ce—bf af —c2 be — ae
c e f Kl be —cd bc—ae ad—b?

donde |k;;| es el determinante de la submatriz [k;;] y que es igual a |ky;| = adf — ae? + 2bce —
2d— b f.

Una vez obtenidos los desplazamientos externos {u. }, se pueden calcular los desplazamientos
internos {u;}, para ello, se emplean las matrices formadas por el ensamblaje de los cuatro
elementos finitos DKT y aplicando la expresion:

{wi} = [kal ™" ({F:} = [Rie] {ue)) (6.88)

con lo que se obtiene los esfuerzos en cada nodo. Dado que en los nodos externos contribuyen
dos elementos y en el nodo central 4, los esfuerzos se calculan promediando los esfuerzos en los
elementos.

Ejemplo ilustrativo 6.1 (Placa rectangular con distintas discretizaciones). Para mostrar
la convergencia de los elementos finitos ACM y DKT4 se simula el comportamiento de una pla-
ca cuadrada de lado y espeso 1,0 sometida a una carga uniforme repartida ¢ = —1,0 (véase la
Figura 6.24). Las propiedades mecénicas del material que constituye la placa son: E = 10,92,
y v = 0,3. Los bordes de la placa estdn empotrados, es decir, se restringen los movimientos u,,
0z, 0, en los bordes de la placa.

En lo que respecta a la discretizacién de la placa, se consideran 4 mallas diferentes, tal y
como se muestra en la Figura 6.25.

En la Tabla 6.1 se muestran los resultados obtenidos para el desplazamiento segtin la direccién
z y para el momento M, en el centro de la placa, para las distintas discretizaciones y los distintos
elementos (ACM y DKT4):

Se puede comprobar verificar en las Figuras 6.26 y 6.27, que la malla de la Figura 6.25 (c)
proporciona un resultado muy aceptable.

[ |
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empotrados

empotrados 2 4 | X

Figura 6.24: Geometria, carga y condiciones de contorno del Ejemplo Ilustrativo 6.1.

a) 4 Elementos (9nodos) b) 16 Elementos (25 nodos)

¢) 440 Elementos (441 nodos) d) 1600 Elementos (1681 nodos)

Figura 6.25: Discretizacién de la placa.
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Despl ient
Numero de ebp AZATIEnto Momento M,
vertical

grados en el centro

. en el centro 9
de libertad de la placa (><10*3) de la placa (>< 10 )

Numero de

ACM DKT4 | ACM DKT4 ACM DKT4

Elementos
4 27 39 —1,4796 —1,4196 —4,6165 —3,6208
16 75 123 —1,4033 —1,3246 —2,7783 —2,5595
440 1323 2523 | —1,2716 —1,2682 —2,3085 —2,301
1600 4800 6400 | —1,2669 —1,2661 —2,295 —2,2931

Tabla 6.1: Resultados con las deflexiones en el centro de la placa y los momentos para las distintas
discretizaciones y elementos empleados en el Ejemplo Ilustrativo 6.1

CONVERGENCIA
Desplazamiento vertical del centro de la placa

[ R G ., - ——— — — — — — ‘
=77 (6400; -1,2661)
—a—ACM
~ A - DKT4
-1 ,50 T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Numero de grados de libertad

Figura 6.26:

Gréfica de convergencia del desplazamiento u, en centro de la placa

elementos ACM y DKT4.

para los
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CONVERGENCIA
Momento My en el centro de la placa
2
& — === == A
-2,5’*——" -
. (6400; -2,2931)
— -3 ]
©
*x -35 ! —=—ACM
= — & —DKT4
=
-4 -
-4,5
'5 T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Numero de grados de libertad

Figura 6.27: Grafica de convergencia del momento M, en centro de la placa para los elementos
ACM y DKT4.

Ejercicio 6.1 (Elementos DKT). Utilizando el elemento finito DKT, obtener los desplaza-
mientos y esfuerzos en la placa de la Figura 6.28 (a) con las siguientes propiedades: E = 1,0,
t = 1,0y v = 0,3. Emplear las discretizaciones mostradas en las Figuras 6.28 (b),(c) y (d).
Noétese que los elementos de la tltima discretizacion se obtiene por condensacion estatica. |

6.5. Elemento Finito Tipo Viga

6.5.1. Vigas

Las vigas son elementos estructurales que tienen una de sus dimensiones mucho més grande
que las otras dos, y presentan ciertas caracteristicas que pueden simplificar enormemente su
modelizacién, ya que un problema que por naturaleza es tridimensional se puede tratar como un
problema unidimensional. Esto ocurre también con otro tipo de elementos, tales como celosias
0 arcos.

En este apartado consideramos elementos estructurales como el mostrado en la Figura 6.29,
y cargas segun el plano x — z y momentos distribuidos a lo largo del eje de la viga sobre el que
actian.

Las vigas son elementos que trabajan a flexion. Para su estudio se parte de las hipotesis de
Bernoulli-Navier, que asumen que una secciéon plana antes de la aplicacién de la carga permanece
plana y perpendicular a la linea neutra tras la deformacién. Esta hipdtesis es la misma que la
utilizada para obtener el campo de desplazamientos del problema de placas segtin la teoria de
Kirchhoff (véase la Figura 6.11), y nos permite obtener la siguiente relacién:

dw
u(z,z) = —zo (6.89)

Considerando la relacién deformacién-desplazamiento:

d e
a0 (6.90)

T dr T da?
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a) Geometria

/ empotrados

empotrados

2 2 .
y
1/ 4 7 10 13
b
) 2 5 8 11 14
6 9 12 15 X

d)

Figura 6.28: Placa empotrada en todas las caras. Geometria y discretizaciones de la placa del

Ejercicio 6.1.
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Diagrama de  Diagrama de

z deformacion tension
z
/y 8\' GX
y ; eje neutro
X
[ [
a) viga b) seccion de la viga

Figura 6.29: Vigas y seccién transversal.

o ()

R Linea
y Neutra
MX
A . .
Diagrama Diagrama
de de
Deformacion Tension

Figura 6.30: Distribucién de la deformacion y la tension en una seccién transversal de la viga.

Y teniendo en cuenta la ley de Hooke (en una dimensién) y la relacién anterior, se obtiene
la tension o, como:
d2

El esfuerzo (momento flector) se puede obtener integrando en el area transversal de la viga,
tal y como se muestra en la Figura 6.30:
2 2
M, /Uxxzsz——EC;—/ 204 = — y‘éf, (6.92)
A
donde I, es el momento de inercia a flexién.

Ademids de a flexion, las vigas también trabajan a torsién. En este caso se desprecia el alabeo
de la viga en secciones no circulares (véase la Figura 6.31), que se produce debido que mientras
a que la distribucién de tensiones en una seccién circular es lineal, en la secciéon rectangular
la variacién de la tensién tangencial no es lineal, tal y como se muestra en la Figura 6.32(a).
También se considera que el dngulo de torsién (6,) es constante a lo largo del eje prismatico.

Dado que la deformacién varia linealmente con el radio (véase la Figura 6.32 (b)) se cumple
que:

db,

i) 6.93
dr’ ( )

Yyz =T
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1117
‘””}M%
| N N U U

\

\
\
Sin alabeo
_/ 7] / /
Con Alabeo

Figura 6.31: Barras con seccién transversal circular y rectangular sometidas a torsion.

(y,2) T

el r

max

ap

a) Seccion rectangular b) Seccion circular

Figura 6.32: Distribucién de tensiones tangenciales debidas a la torsién.
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donde 7 es el radio de la seccién transversal circular y v, es la deformacién tangencial.
Utilizando la ley de Hooke:

1
Ty = Tz (6.94)

el momento de torsién My se calcula como:

db,

MT:/TyZT dA:Gd d0x

2 dA = = )
r GJr o (6.95)

x
A A
donde Jr es el momento de inercia a torsién.
Noétese que dado que se esta empleando la teoria de la elasticidad lineal, donde se puede
aplicar el principio de superposicion de efectos, el proceso de flexion se puede considerar inde-

pendiente del proceso de torsién.

6.5.2. Pasos para la Obtencién de la Matriz de Rigidez del Elemento de Tipo
Viga

Partiendo del elemento tipo viga mostrado en la Figura 6.29, se va a obtener la matriz de

rigidez y el vector de fuerzas equivalentes mediante el Principio de los Trabajos Virtuales. Con

lo que respecta al criterio de signos, se adopta el mismo que el utilizado para las placas. Los
pasos son los siguientes:

= Paso 1: Definicion del sistema de coordenadas. El niimero de nodos del elemento,
los grados de libertad por nodo, y los vectores de desplazamientos {6(6)} y fuerzas { f (e)}
nodales del elemento segtin el sistema de coordenadas local seleccionado se muestran en la
Figura 6.33.

Las vigas estdn sometidas a fuerzas verticales (esfuerzos cortante, F.), a momentos de
torsién (77) y a momentos de flexién (T},)), y los desplazamientos asociados a estos esfuerzos
son la deflexién de la viga w, la rotacion segun eje x 0, y la rotacién segin eje y 6.

Asi, los vectores de desplazamientos y esfuerzos asociados a cada nodo quedan como:

{607} = éu {9} = Iii (6.96)
Y i Y i

donde el indice ¢ = 1,2, se corresponde con cada uno de los nodos, de forma que los
desplazamientos y fuerzas en el elemento son:

wy ol
() pa () L
(el — 516 0?/1 el — fle Ty,
) {5?} o ) {f§e> ., (697
gxg T$2
\ Y2 \ Ty2 J

» Paso 2: Seleccién de una funcién de desplazamiento {§(x)}. En este caso se adopta
un polinomio para representar los desplazamientos en el elemento (a lo largo de la linea
neutra), tal que:

{6(x)} = [f (=) {a}, (6.98)
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: 0, Desplazamient
" ) W, 2 a) espiazamienios
N O X

F, s F, ye b) Esfuerzos
Tx ! T;rZ X

Figura 6.33: Nodos, grados de libertad, y fuerzas considerados en el elemento de tipo viga segtiin
el sistema local de coordenadas seleccionado.

donde {a} es el vector con los coeficientes desconocidos de la funcién seleccionada [f(x)].

Dado que hay 6 grados de libertad por elemento, son 6 los coeficientes a determinar. En
este caso se emplea un polinomio cibico en x para aproximar el desplazamiento w (4
coeficientes) y un polinomio lineal para aproximar la variacién del dngulo de torsién (ém)
( 2 coeficientes), tal y como se muestra en la Figura 6.34.

Con esos condicionantes los desplazamientos a lo largo del elemento se expresan de la
siguiente manera:

e Desplazamiento transversal (deflexién):

w(zr) = a1 + asx + azr? + agz’. (6.99)

e Rotacion segun el eje z (dngulo de torsién):

0, = as + agx. (6.100)

e La rotacién a lo largo del eje y se obtiene derivando la deflexién (6.99) con respecto
al eje ;

g — v

Ip = o2~ 2032 — 3oy (6.101)

Las expresiones del desplazamiento vertical y las rotaciones quedan en forma matricial de
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polinomio lineal

polinomio cubico

Figura 6.34: Polinomio de Pascal y polinomios seleccionados para aproximar los desplazamientos

en el elemento tipo viga.

la siguiente manera:

w 1 =z 22
Qx = 0 0 0

{0(x)} = [Xl{a}.

cién de los valores nodales.

3

0
—322

0
1
0

o K8 O

a1
a2
ag
Qy
Qs
Qe

7

(6.102)

= Paso 3: Expresar los desplazamientos en cualquier parte del elemento en fun-

Dado que {6(z)} representa los desplazamientos en cualquier punto del elemento (z) luego,

también es valida para los nodos:

(o= p- [ ]

Particularizando (6.99)-(6.101) en el nodo 1 (x = 0)se obtiene:

wp = O
b1 = as
01 = -—ag,

mientras que en el nodo 2 (z = L) se obtiene:

w; = o + asL + chLQ + a4L3
021 as + agL
Hyl = —Q9 — 2043[/ — 3a4L2.

(6.103)

(6.104)

(6.105)
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Expresando (6.104) y (6.105) en forma matricial:
(W 1 0 0 0 0 07 ( aa
01 0 O 0 0 10 Qo
01 _ 0 -1 0 0 0 0 ag
Wy |1 L L* L) 00 v (6.106)
02 0 0 0 0 1 L s
L Oy2 | 0 -1 —2L -3L? 0 0 | ( as
{5<e>} — [Al{a}.
Los coeficientes {a} se obtienen despejando de la expresién anterior como:
—[A]"1 s
{a) = [A] {5 } (6.107)
donde la inversa de la matriz [A] es igual a:
L 0 0 0 0 0 ]
0 0o —-L° 0 0 0
11| =3 o0 20* 3L* o0 L*
1 e
AT =T oz 0 18 212 0 18 (6.108)
0 L° 0 0 0 0
0 —L* 0 0 L* 0 |
Sustituyendo (6.107) en (6.102):
(6(x)} = [X][A]" {a@} = [N] {5<e>} . (6.109)
La funcién de forma [IN] correspondiente es igual a:
L 0 0 0 0 0 ]
0 0o —-L° 0 0 0
2 3
N = (1) o o o (1) 2 1| 3L o 2r* 303 o0 L
1o L1 tor 342 0 0| L7 2P 0 —LF 202 0 -L°
0 LS 0 0 0 0
.0 —L* 0 0o L* 0 |
(6.110)
que simplificando queda como:
(L3 —3x2L+223) 0 —x(L?—2xL+x3) 2%(3L—2z) 0 z2(L—x)
L3 L2 L3 L2
[N] = 0 (L) 0 0 z 0 . (6.111)
6z (L—x) 0 (L% —4xL+3z2) —6z(L—zx) 0 —xz(2L—3x)
L3 L2 L3 12

= Paso 4: Obtener relacién deformaciéon-desplazamientos nodales. Las deforma-
ciones {&(z, z)} en cualquier punto (x, z) del elemento estén relacionadas con los desplaza-
mientos {d(x)} en este punto, y a su vez estos desplazamientos estan relacionados con los

desplazamientos nodales {6 (e) }
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Para el problema de flexién, la deformacion viene dada por la siguiente expresién:

db, dfy
Pz i
— ) Tz | _ dx _|r 0 dx
wap={ 1= Th A=l S| At (6.112)
s dz?
donde considerando (6.109):
db, d
d2
d—; = 2asz + 6ayx.
La relacién (6.112) queda como:
( ay
Q3
|7 0 000 0 01 o3
{e(@2)} [0 —z] [0 0 2 6z 0 0] a (6.114)
as
\ @6

Sustituyendo el vector {a} dado por (6.107) en la expresién anterior, se obtiene:
_ r 0 000 0 01 1 (e)}
{e(z,2)} = {0 _z] {0 02 6 0 0 ] A7 {s9},  (6115)

— [ 6 —Oz ] [B] {5(e)}’

donde:
[ L° 0 0 0 0 0 7
0 0 —-L> 0 0 0
B - 000 0 0 1] 1 | -3 o 2r* 3L o L*
~ |00 2 6x 0 05| 20> 0 —L* —2L* 0 -L3
0 L? 0 0 0 0
. 0 —-L* 0 0o L* 0 |
0 =1 0 0 1 1
= | Se(b-20) = o@L-30) 6(L-22) = 2AL-3z) |- (6.116)
L3 0 12 I3 0 12

» Paso 5:Relacién tensién-deformacion. Las tensiones {o(z,2)} que actian en el ele-
mento estan relacionadas con las deformaciones:

{o(z,2)} = [D]{e(z,2)} . (6.117)

Considerando el problema inicialmente planteado, la relacién tensién-deformacién es igual

{ Z:((;Cj)) }: [ %; 2} { ng } (6.118)
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y sustituyendo el valor de las deformaciones en funcién de los valores nodales resulta:
Ty(2,2) | | G O r 0 ©

{ oz(7, 2) } - [ o Ello —s Bl {5 } (6.119)

_ Gr 0 ©

- [ 0 —zE}[B]{‘S 2

Paso 6: Obtencién de la relacién desplazamientos-esfuerzos nodales. Consideran-

{o}

do unos desplazamientos virtuales nodales {5(6)}, el trabajo externo viene dado por:

Wont = {8(6’ }T {f<€)} . (6.120)

Por otro lado, el trabajo interno producido por las deformaciones virtuales {€} es igual a:

Wing :/{E‘}T {o}dV, (6.121)

\%

expresién en la que reemplazando {€} y {o} por sus expresiones (6.112) y (6.115), respec-
tivamente, queda como:

o= {5 LmE {[§ L Jm{e} v

-y e[ L] e marfey o
_ {5(6)}T£[B]T [ G(;«Q E(; } [B]dv{é(e)}~

Y teniendo en cuenta que [B] tnicamente depende de x se simplifica y queda como:
s ” r[[Gr* 0 ©
W = {51 /[B] / [ Y Al {59} (6.123)
x A

Nétese que en la expresién anterior la integral [ r2dA es igual a momento de inercia de
A

torsién Jr, mientras que la integral | 22dA es la inercia a flexién I, y por tanto (6.123)

A
queda como:
—en T

Wi = {5} / B]" [Dy] Bldx {50} (6.124)

donde
| GJr O

[Dv] = [ 0 EI ] : (6.125)

Igualando el trabajo externo con el trabajo interno:
Wewt = Wine (6126)

{S<€)}T {f<e>} - {8<€)}T / B]” [Dy] [B]dx{é(e)} (6.127)

T

(6.128)
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se llega a la expresién:

{ f<e>} = / B]” [Dy] [B]dm{d(e)} (6.129)

xT

en la que la integral se corresponde con la matriz de rigidez del elemento tipo viga:

[k@} - / B]” [Dy] [Blda. (6.130)

T

Una vez calculada la matriz de rigidez segin (6.130), inicamente resta integrar a lo largo de
la longitud del elemento. Para ello, inicialmente se considera el sistema de coordenadas locales
indicado en la Figura 6.33, que permite integrar analiticamente (6.130) y obtener la expresién
cerrada de la matriz de rigidez del elemento de tipo viga con seccién transversal constante a lo
largo de toda la longitud:

- 12EI, —6EI, —12EI, —6EI, 7
3 0 7 3 0 7
0 Y 0 =G
© —611, 0 41521y 651, 0 21521y
€)] —
(] =| _ihei, 0 6f1,  19%1, 0 6ET, | - (6.131)
I 2 I 2
0 =Gl 0 Gire
—6EI, 0 2EI,  6EI, 0 4EI,
L 12 T 2 T -

Noétese que el momento de inercia a torsién Jr no aparece en (6.131), ya que éste es unica-
mente valido para secciones circulares. En su lugar se ha empleado el momento de inercia a
torsién efectivo Jre, porque se puede demostrar a través de las teorias de la elasticidad y de
Saint-Venet de torsion que M; = GJp.. Este momento de inercia depende tinicamente de la
seccién transversal de la viga.

Es importante tener en cuenta que dado que hay que anadir la contribucién de cada barra
en los nodos segun el sistema de coordenadas global, se ha de hacer una transformaciéon de
coordenadas del sistema local en el eje de la viga al sistema global (véase la Figura 6.35).

La matriz de rigidez en el sistema de coordenadas global viene dada por la siguiente trans-
formacidn:

[k = [A]" K] [A], (6.132)

donde [A] es la matriz de transformacién de coordenadas, [k(®)] es la matriz en el sistema de
coordenadas local, y [k(e)]l 7 es la matriz en el sistema de coordenadas global.
La matriz de transformacién es igual a:

1 0 0 0 0 O
0O I m o0 0 O
0O -m [ 0 0 O
[A] = 00 01 0 o0 (6.133)
0O 0 0 0 I m
0 0 0 0 —m [ |
donde | = cos(a) y m = sin(a), tal y como se muestra en la Figura 6.36.
Si se considera la matriz de rigidez local con el siguiente formato:
[ f 0 —a —f 0 —a]
0o b 0 0 —-b O
(e) _ —a 0 2d a 0 d
(] F 0 a f 0 a | (6.134)
0O -=b 0 0 b O
| —a 0 d a 0 2d |
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coordenada local coordenada local

coordenada global

coordenada global

-

Figura 6.35: Sistemas de coordenadas local y global.

X

/

J(X;.Y))

L=y(x, =X +(¥,-Y,)?
T R (e

L L

X

Figura 6.36: Sistema de coordenadas global y local para el elemento tipo viga.
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ET e L . . ..
donde a = 0 2y, b= GJr , f= TV d= %, se obtiene la matriz de rigidez del elemento de
viga en el sistema global como:
[ f am —al —f am —al
am  bl?>4+2dm?  blm —2dlm —am —bl*> +dm? —blm —dlm
_ _ 2 2 _ _ B2 2
[k'(e)]]] _ al  blm —2dlm  bm* + 2dl al blm — dlm bm* + dl . (6.135)
—f —am al f —am al
am —bl®>4+dm? —blm —dlm —am bl>+2dm? blm — 2dlm
| —al —blm —dlm —bm? + diI? al  blm —2dlm  bm? +2dl* |
6.5.3. Vector de Fuerzas Nodales

F
deformacion inicial y por las fuerzas superficiales, viene dado por la siguiente expresién en el
sistema de coordenadas local:

{79} :/[N]T{b} dV+/[B]T D] {so}dV+/[N]T{P} dz,

14 |4 T

El vector de fuerzas nodales { } producido por las fuerzas mésicas, por una posible

(6.136)

donde {b} es el vector de fuerzas masicas (gravedad terrestre), y {€o} es el vector de deforma-
ciones iniciales.
Considerando unicamente las fuerzas superficiales { P}, (6.136) resulta en:

{f<e>} =

J[NT" {P} da,

8

(X] A’l) (P} da,
(A"

(6.137)
" {P} dx.

Como la matriz [A] es constante para un elemento de tipo viga (6.106), ésta puede salir de
la integral, de forma que:

(1)~

El vector {P} depende del tipo de carga que se considera en el elemento. Si se considera
una sobrecarga (¢) y un momento de torsién (M;) uniformemente distribuidos, tal y como se
muestra en la Figura 6.37, el vector de cargas resultante queda como:

A" / x17 {P} da. (6.138)

T

q
{Pt=4 M (6.139)
0
Teniendo en cuenta (6.102) y (6.139) se obtienen que:
( ILg
1124
T iLB(I
/[X] {P}dx = 374 , (6.140)
il’q
r ML
M, L?
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-1

O,

Figura 6.37: Posibles sobrecargas uniformemente repartidas a lo largo de toda la longitud de la
viga.

término que multiplicado por [Afl]T proporciona, el vector de fuerzas externas nodales equiva-
lentes:

le %Lq

Ty ML

172
(e)}: Ty \ ) —plfa | 6.141
{f F sLq (6.141)

Tho ML

1 72

Tyg EL q

Andlogamente a como se hizo para la matriz de rigidez, se ha de expresar este vector de
fuerzas externas nodales en el sistema de coordenadas globales (I7). Para ello se emplea la
matriz de transformacién de coordenadas [A]:

le
szl—mTyl
@V _ 7 [ el _ ) mIe1 +1Tp
{f }H Al {f } F, (6.142)
szz—mTyQ
mT$2+lTy2

7

donde [ y m son los coeficientes de la matriz [A] dados en (6.133).

6.5.3.1. Esfuerzos en los Elementos de Tipo Viga

Una vez calculada la matriz de rigidez global del forjado, las cargas equivalentes en los
nodos, introducidas las condiciones de contorno y resueltos los desplazamientos nodales {u(e) } I

mediante el correspondiente sistema de ecuaciones, se pueden calcular los esfuerzos (fuerzas
(e)

internas) en la viga { f mt} en el sistema local. Para ello, es necesario obtener los desplazamientos

en los nodos de la viga en las coordenadas locales, es decir, {u(e)} = [A] {ul®} ;7> donde [A] es la
matriz de transformacion. Los esfuerzos en las vigas se obtienen mediante la siguiente expresion:

(79 =~ @) + 1] L {u) o143

Noétese que el vector Q(e)}, denominado de wvector de esfuerzos modales equivalentes, no

se obtiene de la solucién proporcionada por el método de los elementos finitos. Este vector se
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obtiene analizando la viga de forma independiente de la estructura del forjado, y su valor tiende

a cero conforme se discretiza la viga en elementos de menor longitud. El vector {Q(e)} en caso

de emplear un unico elemento para toda la viga viene dado por:

3La

ML
172

(e)} _ ) —pli

{Q B (6.144)

ML
1712

la

Si se considera que el vector de desplazamientos en coordenadas globales es igual a:

T
{u<e>} :{ U1 U2 “3} , (6.145)
II Uqg U5 Ug

el vector de esfuerzos totales en el elemento viene dado por la siguiente expresién:

—3Lq [ fg1— fga— algs + amgs — algs + amgs
—%MtL blgs 4+ bmgs — blgs — bmngg
{f(e)} B 1—12L2q N —agy + agys + 2dlgs — 2dmgs + dlgg — dmgs (6 146)
ZS —1Lg —fo1 + fga+ algs — amgs + algs — amgs '
—%MtL —blgs — bmgs + blgs + bmgs
-5L% ) | —ag1 + ags + digs — dmgy + 2dlgs — 2dmgs |

Comentario 6.3 FEs importante recalcar que el proceso de resolucion final del forjado completo
es andlogo al sequido para resolver estructuras articuladas y problemas de elasticidad bidimensio-
nal, ampliamente descritos en los capitulos 4 y 5, respectivamente. Sin embargo en este capitulo
unicamente se ha incidido en la obtencion de las matrices de rigidez de cada elemento constitu-
tivo del forjado y sus vectores de cargas equivalentes. [ |



Capitulo 7
Problemas de Campo

En fisica e ingenierfa existen multitud de problemas que estdan gobernados por las ecuaciones
de difusion-conveccion, algunos de ellos son:

Distribuciéon de temperaturas a lo largo de un medio continuo en régimen estacionario,
cuando se estudia una situacion de equilibrio en la que las temperaturas en todos los puntos
del dominio son constantes, o transitorio, en el caso en que se produzca una variaciéon de
temperaturas en alguno de los contornos y el sistema reaccione readaptando su temperatura
hasta alcanzar la situacion de equilibrio;

Filtracién a través de medios porosos (andlogamente al caso de temperaturas se distingue
entre el régimen estacionario y el transitorio);

Problemas de torsion de barras prismaticas;

Problemas de transporte, en los que se estudia el desplazamiento de particulas en un medio,
por ejemplo, transporte de iones, o particulas en disolucién en un fluido, etc.

Todos estos problemas, pese a tratarse de fenémenos fisicos diferentes, se caracterizan por
tener un comportamiento analogo de forma que la ecuacién que los caracteriza es la misma y se
denomina ecuacién de difusién-conveccién:

Q+V(DVD) = pc%—(f, (7.1)

cuyos parametros tienen un significado diferente dependiendo del problema de que se trate, tal
y como se muestra en la Tabla 7.1.
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Torsién Prandt] e 20 Ley de Hooke
¢

Tabla 7.1: Valores de los distintos parametros de la ecuaciéon difusién-conveccién en funcién del problema fisico estudiado.
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En este capitulo se estudian de forma detallada los tres primeros problemas: la transmision
del calor, la filtracién en medios permeables (porosos), y el problema de torsién en barras
prisméaticas. En primer lugar, la Seccién 7.1 estd dedicada al fenémeno de la transmisién del
calor, en la que se derivan las ecuaciones de difusién-conveccién (7.1) particularizadas para
el caso de problemas en tres dimensiones (3D), y se presenta la formulacién para resolver el
problema mediante el método de los elementos finitos. Por ultimo, se obtiene la matriz de
rigidez particularizada para el elemento tetraédrico de 4 nodos. En la Seccién 7.2, se realiza
el mismo estudio pero aplicado al fenémeno de filtracién en medios permeables, sin embargo y
debido al total paralelismo con la transmision de calor, el estudio se realiza en dos dimensiones
(2D), y se deduce la matriz de rigidez del elemento triangular de tres nodos. Por tltimo, en la
Seccién 7.3 se derivan de nuevo las ecuaciones de difusién-conveccién (7.1) particularizadas
para el caso de torsiéon en barras prismaticas, se plantea la resolucién del problema mediante el
método de los elementos finitos, y se obtiene la matriz de rigidez del elemento triangular de tres
nodos.

7.1. Transmision de Calor

La transferencia de calor en un medio continuo se produce de tres formas distintas:

s Conduccién. La conduccién térmica es la transferencia de calor producida por la colisién
y vibracién de las moléculas del continuo en la que no se produce transporte de masa
alguno. Este fenémeno se debe a la tendencia de las particulas a igualar su temperatura
o estado de excitacién térmica. La conductividad térmica se define a través de la Ley de
Fourier de Conduccion de Calor:

or
= —k—=—-kVT, 7.2
1 ox (7.2)
donde q es el vector flujo de calor por unidad de area y por unidad de tiempo, y k es el
tensor de conductividad térmica (tensor de segundo orden). En el caso de que el material

sea ortétropo, k viene dado a través de sus componentes cartesianas de la siguiente manera:

krz 0 0
k=10 k, 0 [, (7.3)
0 0 k,
donde k;, k, y k. son las conductividades térmicas en las direcciones de los ejes coordenados

T,y vy z, respectivamente.

Asi, las componentes del flujo de calor vienen dadas por la siguiente expresién:

orT orT
- —ky—
g=—|0 k, O or | _ _kya_T (7.4)
0 0 k, Ay dy
or 9T
L Oz A L 0z

La cantidad de calor que pasa a través de una superficie por unidad de area, y por unidad
de tiempo se denomina flujo (g, ), que es una magnitud escalar. Si n es el versor (vector
unitario) segin la direccién normal a la superficie, tal y cémo se muestra en la Figura 7.1,
el flujo viene dado por la siguiente expresion:
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Figura 7.1: Flujo de calor a través de la superficie S.

T
q
1L >T,
T, >T,
3

Figura 7.2: Sentido del flujo de calor.

qn = an = Qqznz + qyTy + q.nz, (7'5)
donde sustituyendo las componentes del vector flujo por su valor segin (7.4) se obtiene:

or or or

Gn = —kx%ngg — kya—yny — kzgnz (7.6)

Comentario 7.1 La expresion (7.6) establece que el flujo de calor a través de una su-
perficie es directamente proporcional al gradiente de temperatura cambiado de signo, es
decir, que el flujo de calor se produce de zonas con mayor temperatura a zonas con menor
temperatura, véase la Figura 7.2. [ |

s Conveccién. Cuando el calor se transmite por medio de un movimiento real de la materia
que forma el sistema, se dice que hay una propagacion de calor por conveccion, ésta se
produce a través del desplazamiento de materia entre regiones con diferentes temperaturas.
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La conveccién se produce unicamente en fluidos. Un ejemplo claro son los radiadores de
agua caliente y las estufas de aire.

El fenémeno de conveccién térmica viene gobernado por la Ley de Newton del Enfriamien-
to, dada por la siguiente expresion:

q=0a(T —Text), (7.7)

donde ¢ es el flujo convectivo, « es el coeficiente de transferencia de calor convectivo por
unidad de area, T" es la temperatura en la superficie del cuerpo, y Tuxt es la temperatura
externa al medio continuo.

= Radiacién. Todos los cuerpos emiten y absorben radiaciéon de su entorno. Si un cuerpo
estd mas caliente que su entorno, éste se enfria, ya que la rapidez con que emite energia
excede la rapidez con que la absorbe. Cuando se alcanza el equilibrio térmico, la rapidez
de emisién y de absorcién de energia son iguales.

Del mismo modo, dos cuerpos que se encuentran en el vacio y a distintas temperaturas,
tienden a llegar al equilibrio dindmico a través de la radiacién.

7.1.1. Ecuacién del Flujo de Calor

La ecuacion de flujo de calor se puede formular partiendo del equilibrio energético de la
siguiente manera:

Calor que Calor generado Calor que Cambio de la
entra en el

sistema

internamente sale del energia interna
sistema

(7.8)

Cuando se produce un aumento de la temperatura en un cuerpo, una parte de la energia
térmica es almacenada. Si se considera un elemento diferencial de volumen dV = dxdydz como
el mostrado en la Figura 7.3, la energia almacenada en el mismo viene dada por la expresion:

or
pcpadxdydz, (7.9)

donde p y ¢, son la densidad y el calor especifico del material cuyas unidades son [k‘g/mﬂ y
[J/kgK], respectivamente, T' es la temperatura del elemento (constante a lo largo de todo el
diferencial de volumen) y ¢ es el tiempo.

La energia generada internamente por unidad de volumen debido a reacciones quimicas,
eléctricas o nucleares u otros fendmenos, viene representada por Q).

Si se plantea el equilibrio energético (7.8) en ese elemento diferencial (véase la Figura 7.3),
se obtiene la siguiente expresién:

Qzdydz + qydxdz + q.dxdy + Qdrdydz — [<qz + %dm) dydz (7.10)
T

6Qy aq,z oT
—dy | dxd —dz | dxdy| = —dxdyd
+(qy+8y y> xz—i—(qz—i-az z | axay pcpat rdydz,
donde los tres primeros términos representan el calor que entra en el cuerpo, el cuarto término

es el calor generado internamente, los términos entre el corchetes representan el calor que sale
del cuerpo, y el dltimo término es la energia almacenada.
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aq, q
dy | 7
oq.,
q, +—dx

q, A B

dz E\g

z y ?
a, dx
X
q.

Figura 7.3: Flujo de calor a través de un elemento diferencial.

La expresion anterior se puede simplificar, quedando de la siguiente manera:

(7.11)

0qp  Ogqy  0q: oT
ox oy

o[

Sustituyendo el valor del flujo por el dado por la ley de Fourier (7.2) la expresién anterior
queda como:

0 or 0 or 0 or oT

que es la ecuacion de difusién-conveccion particularizada para el caso de flujo calérico para
el caso mas general.

En el caso de que la conductividad térmica del cuerpo sea la misma en todas las direcciones
(kg = ky = k, = k) la expresion (7.12) queda como:

Q  oT T 9T 19T

- - 1
k+6x2+6y2+6z2 Kk Ot (7.13)

donde Kk = p%. La expresion (7.13) es la ecuacién genérica que rige el problema de transmisién
P

de calor en un cuerpo. Sin embargo, en funcién del tipo de problema que se esté tratando de

resolver, se pueden realizar diversas simplificaciones:

= En el caso de que se esté tratando un problema estacionario en el que la temperatura en
todos los puntos ha alcanzado un equilibrio (distribucién de temperatura constante)
el término de almacenamiento de energia en funcién del tiempo de la expresién (7.13) se
anula quedando la siguiente ecuacién:

2T 92T 8T
Q.9 0 +a =0= VT =—

k * Ox? + oy? 022 (7.14)

)

Q
K

que se conoce con el nombre de ecuacién de Poisson.
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» Si ademds de ser un problema estacionario, no hay generacién interna de calor (Q = 0),
la ecuacién (7.13) queda como:

o*T N o*T N o*T

ox2 = Oy?2 022

—0=— V2T =0, (7.15)
que se conoce con el nombre de ecuacién de Laplace.

Comentario 7.2 Las distintas ecuaciones en derivadas parciales que gobiernan el flujo caldrico
a través de un cuerpo se corresponden con distintos tipos de problemas desde un punto de vista
matemdtico ast, por ejemplo, la ecuacion (7.13) que permite el estudio de la transferencia de calor
y su evolucion con el tiempo (régimen transitorio) es una ecuacion diferencial parabdlica,
mientras que las ecuaciones (7.14) y (7.15) que permiten el estudio de la transferencia de calor
en régimen estacionario son ecuaciones diferenciales elipticas. [ |

7.1.2. Condiciones de Contorno

Una vez establecida la ecuacién que rige la transferencia de calor en el cuerpo es necesario
plantear las condiciones de contorno del problema. Estas pueden ser de varios tipos:

1. Temperatura conocida en un contorno: En este caso se conoce la temperatura de
una determinada parte del cuerpo Si:

T(wvyvzut) :TO; V(.’L',y,Z) € Sla (716)
donde Tj es el valor de la temperatura en ese contorno.

2. Flujo conocido en una superficie: En este caso se conoce el flujo de calor a través de
una superficie del dominio S5. La expresion que define esta condicién de contorno es:
oT oT oT
k:z%nz + k‘ya—yny + ]CZ&TLZ = —qo, (717)
donde n = (ng, ny, nz)T es el vector normal a la superficie Sy de flujo conocido, y g es el
valor del flujo.

3. Flujo convectivo conocido en una superficie: Alternativamente se puede conocer el
flujo convectivo de calor a través de una superficie del dominio S3. En este caso el valor
del flujo gp de la ecuacién (7.17) se sustituye por la expresién:

o (T = Toxt) (7.18)

donde n = (nz,ny,nz)T es el vector normal a la superficie S3 de flujo conocido, a es el
coeficiente de transmisién de flujo convectivo y Text es la temperatura externa al medio
continuo contigua al contorno Ss.

Nétese que las condiciones de contorno mostradas hasta el momento se emplean tanto para
problemas estacionarios como para transitorios, si bien en el caso de los estacionarios la variable
tiempo se elimina de las ecuaciones y de las condiciones de contorno.

Comentario 7.3 Desde un punto de vista matemdtico las condiciones de contorno en problemas
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son dos: 1) las condiciones fijas en la frontera,
conocidas como condiciones de Dirichlet o esenciales, que consisten en el conocimiento de la
magnitud incégnita en un determinado contorno, y 2) las condiciones naturales, o condiciones
de Neumann, que consisten en el conocimiento de la derivada de la magnitud (flujo) en un
contorno. ]
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7.1.3. Formulacién de Elementos Finitos para Problemas de Temperatura

En este apartado se va a plantear el método de resolucion de la ecuacién difusién-conveccién
particularizada para problemas de conduccién de calor empleando el método de los elementos
finitos. En concreto se resuelve la ecuacién (7.12) junto con las condiciones de contorno (7.16)-
(7.18). Nétese que en este caso se emplea el método de Galerkin, que se caracteriza por emplear
unas funciones de peso iguales a las funciones de forma empleadas para aproximar la solucién
dentro del elemento.

Los pasos para la resolucién son los siguientes:

s Paso 1: Division del dominio en elementos. Partiendo del dominio €2 se subdivide
en un numero finito de elementos discretos n.;.

» Paso 2: Ecuaciones del MEF para el elemento. Dado que el mecanismo bésico
de resolucién mediante el MEF se basa en la resolucién de las ecuaciones diferenciales
dentro del elemento para obtener la matriz de rigidez {k(e) y el vector de términos

independientes para la introduccién de las condiciones de contorno {p(e)}. En este paso
se aproxima la solucién del problema en funcién de los valores nodales solucion a través
de las funciones de forma:

T (a1 = [N(x.9,2)] {TO}, (7.19)
en la que
[N('T’y’ Z)] = [ Nl(x’y’ Z) Nz(fﬂay,z) Nnne(SC,y,Z) ] (720)

T
y {T(e)} = {T1 T ... Tnne}, donde T; es la temperatura solucién en el nodo i del

elemento y n,, es el nimero de nodos por elemento.

La ecuacion diferencial (7.12) ha de cumplirse en todo el elemento y dado que la solucién
que se va a calcular es aproximada, y el método de Galerkin establece que la integral en
todo el volumen del elemento V(¢), del error ponderado entre la solucién y la aproximacién
ha de ser nula. Nétese que se emplean como pesos las funciones de forma. Por tanto ha de
cumplirse la siguiente expresién:

0 oTr 0 oTr or
/N[ < )+8y <ky8_y)+& (k‘ 5. )—I—Q Pep ]dV—O i=1,...,np,.

v (e)
(7.21)
Nétese que (7.21) representa la integral de los residuos ponderados.
Integrando por partes los tres primeros términos en (7.21) se obtiene:
0 or ON; 0T oT
N;,— av = - Niky—ng,dS; i =1,...,ny,,
/ "oz ( > v oz "oz / gz "0 ¢ fine
V(e S(e)
0 or ON; , OT
N; k av = - Nk ds; cey Ny,
/ 8<6y> ay Yy / ya”y p=l.
V(e V(e (e)
0 or ON;, OT
N,— dv = -— N; k: 2d =1,...,0p,,
/ i ( ) V 9 =g, / n S i = Ny,
v (e) V(e S(e)
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donde S es el contorno del elemento seleccionado, constituido en este caso por todas
sus caras. Notese que la integral de superficie se multiplica por las componentes del versor
normal a la superficie (n,,ny,n.), y representan el flujo de calor ponderado a través de la
superficie del elemento.

Sustituyendo (7.22) en (7.21) y simplificando se obtiene:

B / ON; 8T ON; 8T ON; . 0T
ox 8:6 oy y@y 0z 0z
V(e

or or oT or .
—i—/Nz‘[ka nz—i-ka Ny + k2 8an}d5—|—/Ni[Q—pcpE]dV:O;1:1,...,71”6.
S(e) Ve

Jav

(7.23)

Noétese que el integrando del primer término en la segunda fila en (7.23) es andlogo al
término de la izquierda en la condicién de contorno de flujo (natural) (7.17) multiplicado
por la funcién de forma correspondiente.

Comentario 7.4 Notese que el método de los residuos ponderados proporciona la solucion
de la ecuacion diferencial y de las condiciones de contorno naturales o de Neumann.
|

Reemplazando el integrando por su valor segin (7.17) queda la siguiente integral que tiene
en cuenta las condiciones de contorno naturales:

oy 0
5L 5©

/NZ- [kxg—Tnx—l—k: aTny—l—k‘ 6Tnz} ds =— /N a(T —Tox)]dS; i=1,...,nyp,.
z

(7.24)

Noétese que la integral (7.24) unicamente ha de evaluarse en aquellos contornos de los ele-
mentos cuyas caras coincidan con los dominios del problema global en los que se conoce
la condiciéon de contorno, ya que en caso contrario, su valor se anula con la integral corre-
spondiente al elemento contiguo. Por lo tanto, tinicamente se obtiene en SZ-(e) N (S2 U Ss)
donde S5 y S3 son los dominios en los que se definen, respectivamente, las condiciones de
contorno (7.17) y (7.18).

Si se sustituye (7.24) en (7.23) y se reorganizan términos se llega a la siguiente expresion:

ON; 6T ON; 6T ON; OT
/[ax vor T oy ey o ka—}dw / NaTdS+/Nchpat_

%0) 5©)ns, Ve

/ N;QdV — / N;qdS + / N;aTodS; i=1,... , M -

vie 59N, S{9NS;

7

(7.25)

Teniendo en cuenta (7.19) se puede expresar la temperatura en el elemento en funcién de
la temperatura de cada uno de los nodos:

Tj (z,y,2,t) = NjTj(e); i=1...,np,, (7.26)

de forma que T = Zn"e N; T(e
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Reemplazando en (7.25) la temperatura 1" por T}, y ésta a su vez por (7.26) se obtiene la
siguiente expresion:

T k k. dvV +1T; N;aN;dS
/[856 * Oz +8y y8y+8z az + aN;
V(e Si(e)ﬂSg
—i—T],(e) /NipCpdeV = /NiQdV - / N;qdS + / NiaTo dS: (7.27)
v (e) Ve Si(e)ms2 SZ-(E)OS;),
1=1,...,np.,7=1,...,np,,

en la que los términos a la izquierda de la igualdad constituyen el elemento (7,7) de la
matriz de rigidez, mientras que el término de la derecha es el elemento i-ésimo del vector
de términos independientes.

La ecuacién anterior se puede expresar como:

(k( °) 4 k(e)) T 4 k(e)T(e) —pg €) +p§ €) +p(€) (7.28)
en la que k( °) k2f) y k:éf) son la influencia en el término (i,5) de la matriz de rigidez del
elemento debldo, ]respecf:ivamente, a la integracién de la ecuacion de Poisson, la influencia
de la radiacién, y a la influencia de la variacion temporal, mientras que pgei), pg e) y p:(;)

la influencia en el término (i) del vector de términos independientes del elemento debldo
respectivamente, a la presencia de una fuente de calor, a la influencia de la radiacion
(flujo de calor hacia el exterior del cuerpo), y a la influencia de la variacién temporal de

temperatura.

La expresion completa de la matriz de rigidez en forma matricial queda de la siguiente
manera:

)< [ (1) = )+ ) ()

en la que cada una de las submatrices y vectores se obtienen de la siguiente manera:

(7.29)

[kg(f’]: / (B]”[D|[B]dV = (7.30)
V(e
ONy ONy ONy 0N, aNnne ]
Ox Ay 0z k, 0 0 oz ox
[ ok o ([ 2N O gy
V(e) 8Nnne 8Nnne aNnne 0 0 kz 6y a]?[y
Ox Ay 0z N fine
L 0z 0z A

donde la matriz [B] contiene las derivadas de las funciones de forma y [D] es la matriz de
conductividad térmica. El término asociado a la radiacién es:

[kgﬂ - / N7 [N]dS = / Ny ... Ny, lds, (7.31)
59nS; 585 L Nnne
y el término asociado a la variacion temporal queda como:
N
[kgﬂ - / pc, [N]” [N]dV = / pCy [N N,,. ]av. (7.32)

Ve Ve N,
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El término independiente asociado a una fuente de calor se corresponde con:

)= [evTav= [0

Ve 40! i

M
av, (7.33)
N,

el término independiente relativo al flujo conocido en un contorno es:

N
BYE / —q[N|"ds = / ~q| : |ds, (7.34)
59nS, 598, N,

y por ultimo, el término independiente relativo a la radiacién debida a la temperatura
externa al cuerpo es:
N
el _ T ;0_ .
p3 = Text [N] dS= Text : ds. (735)
$(9ns; $9ns, Nn,,,
= Paso 3: Obtencion del sistema discreto. Una vez calculadas las matrices de rigidez de

cada uno de los elementos y los términos independientes, se contintiia con el procedimiento
de ensamblaje:

&)= A= A (1 + 1) 5 1Py = A= A (1) + 1051+ 195))

(7.36)

donde [K] es la matriz de rigidez global estacionaria del sistema, y {P} es el vector de
términos independientes.

Noétese que el simbolo A, en este caso, representa ensamblaje. Siendo éste el mismo que
el mostrado en la Seccion 4.3, pagina 190. De esta forma es posible obtener el siguiente
sistema de ecuaciones:

[P} = [KI{T} + [ks] {T ] (7.37)

Nétese que en el caso transitorio {T} # 0, la derivada de la temperatura con respecto al
tiempo introduce una complicacién en la resoluciéon porque hay que integrar con respecto al
tiempo. Asi, para cada valor del tiempo, el sistema (7.37) es un sistema lineal de ecuaciones
que proporciona los valores de las temperaturas en los nodos en ese instante.

Comentario 7.5 En el resto del capitulo sélo se estudia en detalle el problema esta-
cionario, y todo el desarrollo matemdtico se ha establecido teniendo en cuenta esa condi-
cion. Para el estudio en detalle del problema transitorio se puede consultar, por ejemplo,
[Zienkiewicz and Taylor, 2004a, Zienkiewicz and Taylor, 2004b]. |

= Paso 4: Introduccion de las condiciones de contorno esenciales. En el Paso 2 se
vio como la integracién por partes para la resolucién de la ecuacién diferencial mediante
el MEF obligaba a satisfacer las condiciones de contorno naturales asociadas al flujo, lo
cual generaba una serie de términos que afectaban a la matriz de rigidez, pero nada se ha
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dicho aun sobre las condiciones de contorno esenciales (7.16). En este caso las condiciones
de contorno se introducen en el sistema ensamblado (7.37) empleando el procedimiento
ya visto en las Seccién 4.2.7, que modifica la matriz de rigidez y el vector de términos
independientes de forma que se satisfagan las condiciones de contorno asociadas a valores
fijos de la temperatura.

s Paso 5: Resolucién del sistema lineal de ecuaciones. Una vez modificado el sis-
tema discreto se procede a su resolucion, con lo cual se obtienen las temperaturas nodales
solucion:

(T} = K] {P}. (7.38)

= Paso 6: Calculo del flujo en un contorno. Una vez obtenidas las temperaturas nodales
globales solucidn, se puede calcular el flujo a través de un contorno diferencial dS emplean-
do la ecuacién (7.6), en la que sustituyendo el valor de la temperatura por su valor segin
(7.19), se obtiene de forma matricial:

oT
ng = -nT (k%):
[ 8N1 6Nnne 1
ox oz T
k. 0 O 1
= Ng Ny nz] -1 0 Kk O - ... e
0 0 k, Ay dy T
ON; ONp,,. Tine
L Oz 0z -

(7.39)

Noétese que si lo que se desea es calcular el flujo total de calor que sale por una determinada
superficie basta con integrar (7.39) sobre la misma:

Qs = /andS. (7.40)

S

7.1.4. Matriz de Rigidez del Elemento Tetraédrico de 4 Nodos

En la secciéon anterior se presentd la aproximacién genérica del MEF para la resolucién de
problemas de flujo térmico. En este apartado se obtienen las expresiones particulares para el
calculo de la matriz de rigidez y el término independiente del elemento tetraédrico de cuatro
nodos. Este elemento es el més sencillo con el que se puede trabajar en tres dimensiones y
estad caracterizado por emplear unas funciones de forma lineales a lo largo de todo el elemento,
con lo cual no es necesario el uso de integracién numérica para obtener sus expresiones. Nétese
que las funciones de forma son las dadas en la ecuacién (5.165), por lo que la matriz [B] con las
derivadas de las funciones de forma queda como:

1 by by bg by
Bl=——;|a & a a |, (7.41)
6V di do d3 dy

donde V(©)* es el volumen del tetraedro (5.166). Los elementos de esta matriz son coeficientes
constantes.

Teniendo en cuenta estas funciones de forma y (7.41), las ecuaciones (7.30)-(7.35) se trans-
forman en:
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» Matriz de rigidez para la resolucién de la ecuacién de Poisson: La matriz (7.30)
para el elemento tetraédrico de 4 nodos queda de la siguiente manera:

) 21 Zl 21 k., 0 0 1 by by b3 by
[kzge)] _ 2 C2 Q2 0 ky 0 | —=|ca @ a a Ve, (7.42)
6V | by ey dy | | g T 6VE

b4 Cq4 d4

» El término asociado a la radiacién: La matriz (7.31) para el elemento tetraédrico de
4 nodos queda de la siguiente manera:

a1+ bix+c1y+ hiz

(e)} _ L | ax+ b+ oy + hoz
k] =a / T | wt bt e s [N No Ny Ny JdS. (743)

S{9NS;y aq4 + bax + cgy + hyz

Para simplificar y hacer mas sencillo el calculo de esta integral, y teniendo en cuenta que
se integra unicamente en los contornos del elemento (tridngulos) se emplean las funciones
de forma en coordenadas de drea que se presentaron en la Seccién 3.3.4, pagina 102, y la
férmula de integracion (3.68).

De esta manera (7.43) se transforma en:

] 2 Ll Lk
[kg@] - / Ly | [ Ly Ly Lz]dsza/ LyLy Li Lyl |dS=

sOngL Bili Lile I}

(7.44)

donde Sfe) es el drea del tridngulo del contorno i-ésimo y L;, Lj y L; son las funciones de
forma asociadas a los nodos j, k y [, que constituyen el triangulo.

)

Comentario 7.6 Notese que la matriz k:(; } en (7.44) es de dimension 3 x 3, mientras

que la matriz de rigidez del elemento es de 4 X 4, para que concuerden las dimensiones
es imprescindible anadir una fila y una columna de ceros en la posicion i-ésima. Ast, por
ejemplo, sii =3 la matriz (7.44) queda de la siguiente manera:

01

as

=5 S, (7.45)

— QO = N
_— o N =

0
0
0

N O =

» El término asociado a la variacién temporal: La matriz (7.32) para el elemento
tetraédrico de 4 nodos queda de la siguiente manera:

a1+ bix 4+ c1y+ hiz

()] _ 1 | azt bz + oy + hoz
[k3 } — P / 6V (e | ag+ bsx + c3y + hsz [ N Ny Ny Ny ]dV. (7.46)

v ay + byx + cqy + hyz
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Andlogamente a lo que se hizo en (7.43), y empleando funciones de forma en coordenadas
de volumen (analogas a las de area) y la férmula de integracién (3.69), (7.46) se transforma

€1l
-
‘ L
K] = ey / o[ L Ly Ly Li]av = (7.47)
V(e Ly

L? LiLy LiL3 LI,
_ LoLy L3 LoLs Loly
- P LsLy LsL, L} ILsly 20

V| LyLy L4Ly L4Ly L3

I
R
S
<
O
[ )
[ V)
— N =
N = = =

» El término independiente asociado a una fuente de calor: El vector (7.33) para el
elemento tetraédrico de 4 nodos queda de la siguiente manera:
)

a1+ bz +cy + hiz Ly ©
(e)} _ 1 as + box + coy + haz AV — / Lo dV = QV'ie
[pl @ / 6V () | ag+ bsx + c3y + hsz V=0 Ls v 4
v ag + byx + c4y + hyz VO | Ly

~N = ==

(7.48

donde QV'(©) es la cantidad de calor generada o absorbida en todo el elemento, que implica
que cada nodo se lleva una cuarta parte del calor generado en el volumen del elemento.

= El término independiente relativo al flujo conocido en un contorno: El vector
(7.34) para el elemento tetraédrico de 4 nodos queda de la siguiente manera:

a1+ bix+c1y+ hiz @
1 _ - 1 as + box + coy + hoz B _ine
2 6V (e | ag+ bsx + c3y + hsz 3

595, aq + bax + cqy + haz

, (7.49)

_ O = =

que se corresponde con el término asociado al flujo por el contorno opuesto al nodo i = 3,
es decir, que la i-ésima componente del vector es nula.

= El término independiente relativo a la radiacion debida a la temperatura ex-
terna al cuerpo: El vector (7.35) para el elemento tetraédrico de 4 nodos queda de la
siguiente manera:

a1 +bix+c1y+ hiz
[ (e)} _ / 1 as + box + coy + hoz dS — TextAée)
P3| = Lext 6V (©* | as+ bzx + c3y + hzz 3
59NS; aq + byx 4 cay + hyz

. (7.50)

== O =

que se corresponde con el término asociado al flujo por el contorno opuesto al nodo 2, es
decir, que la i-ésima componente del vector es nula.
b

Comentario 7.7 Notese que en las ecuaciones particularizadas para el elemento tetraédrico
intervienen tanto V© como V(©*. V(€ es el volumen del tetraedro, que es siempre positivo,
mientras que V' ©* es el cdleulo del volumen mediante la férmula del determinante, y en funcién
de la numeracidon de los nodos puede ser positivo, o negativo.

|
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7.1.5. Ejemplo de Distribucion de Temperaturas en una Presa de Gravedad

Una parte fundamental en el estudio del comportamiento de una presa de gravedad es su
distribucién de temperaturas a lo largo del cuerpo de presa, ya que los cambios de temperatura
en las distintas partes de la misma afectan de forma diferente y estos gradientes de tempera-
tura pueden provocar tensiones residuales y movimientos, que a su vez pueden provocar fisuras
perjudiciales tanto para la estanqueidad de la presa, como para la estabilidad en su conjunto.
Por este motivo, en el estudio tensional es necesario incluir los efectos de la temperatura, para
lo cual es necesario conocer la temperatura en cada uno de los puntos del cuerpo de la presa. El
estudio de este problema se puede realizar bajo distintas hipdtesis:

1. Considerando que se quiere estudiar la temperatura de equilibrio para unas temperaturas
dadas tanto para el exterior (temperatura ambiente), como para el paramento mojado
(temperatura del agua del embalse). En este caso se resuelve la ecuacién de Laplace en
todo el cuerpo de presa incluyendo como condiciones de contorno los valores de temperatura
en los paramentos en los que se conoce.

2. Especialmente en los primeros afios de vida de la presa, y debido al calor desprendido por la
hidratacion y curado del hormigén, se puede incluir esta nueva fuente de calor resolviendo
para ello la ecuacién de Poisson.

3. Desde el punto de vista de generacion de fisuras son especialmente perjudiciales los cambios
bruscos de temperatura, y debido a la gran inercia térmica del hormigén, puede resultar
necesario el estudio de cémo un cambio de temperaturas bruscas en el exterior puede
afectar la distribucion de temperaturas y su evoluciéon en el tiempo. En este caso se ha de
considerar el término temporal resolviendo el problema parabdlico, en contraposicion a
los dos casos anteriores en los que resolvia el problema eliptico.

En este ejemplo se plantea un problema de conduccién de calor en una presa de hormigén,
y se analiza la distribuciéon de temperaturas en una situacion en la que el paramento de aguas
abajo tiene una temperatura sensiblemente superior al paramento de aguas arriba (generalmente
en contacto con el agua). Este fendmeno se debe a que el sol calienta el paramento de aguas
abajo mientras que el de aguas arriba queda cubierto en su mayor parte por el agua, que actiia
de regulador de temperatura.

En este caso concreto, el paramento de aguas abajo se encuentra sometido a una temperatura
constante de 30°C, mientras que el que estd en contacto con el agua embalsada tiene una
temperatura de 10°C. La seccién de la presa se puede apreciar en la Figura 7.4(c), tipica de
una presa de gravedad, y se encuentra dividida en dos partes, una de las cuales esta provista de
aliviaderos de labio fijo (ver Figuras 7.4(a), 7.4(b) y 7.4(c))

Se ha realizado el célculo con elementos finitos, discretizando la presa en tetraedros y obte-
niendo la temperatura en los nodos y el gradiente de temperaturas. En las Figuras 7.5(a), 7.5(b)
y 7.5(c) se muestran los resultados de las temperaturas. Como se puede observar, la sencillez
de la geometria hace que la variacién de temperaturas entre ambos paramentos sea practica-
mente lineal en toda la seccién de la presa. Asi mismo, dado que no se han impuesto condiciones
de contorno en los laterales de la estructura, se puede observar perfectamente la variaciéon de
temperaturas.

7.2. Filtracion en Medios Porosos

El segundo de los problemas que se va a analizar en detalle en este capitulo es el problema
de filtracion de un fluido en un medio poroso, este problema es especialmente importante en
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(a) Paramento de aguas abajo (1).

(b) Paramento de aguas abajo (2).

(c) Paramento de aguas arriba.

Figura 7.4: Vistas de la geometria de la presa
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TEMPERATURES

30
'2?773
25556
- 23333
2141

18.899
16667

L
12222
10

(a) Paramento de aguas arriba.

(b) Paramento de aguas abajo.

TEMPERATURES

30
IZT 778
25.556
23333
31111

18.889
16,667

14444
12222
10

(c) Cimiento.

Figura 7.5: Solucion de la distribucion de temperaturas en el cuerpo de presa.
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Y

I
1

impermeable

aq
+—>d
I q, o ly
q q\, + Oq" dx
x dy B ﬁ’c
 — R ——

Roca impermeable

Figura 7.6: Ejemplo de flujo a través de un medio poroso.

ingenieria civil porque una de las acciones mas daninas y, en muchas ocasiones, determinante en
la construccién de obras civiles (presas, muros, canales, tuberias, etc.) se debe al efecto perjudicial
del agua, tanto por sus efectos quimicos y corrosivos (disolucién, reacciones quimicas, etc.), como
por su efecto degradante (ciclos de hielo y deshielo), como por las sobrecargas que ejerce sobre
las estructuras debido a la presién hidrostatica (empujes, sifonamiento, etc.).

Para la obtencion de las ecuaciones que gobiernan el flujo se considera la seccién transversal
de una presa como la mostrada en la Figura 7.6. Para deducir la formulacién se parte del caso
bidimensional y se supone un proceso estacionario. El caso transitorio es analogo al del flujo
de calor, y su extensién al caso tridimensional es inmediata y trivial.

Partiendo de un elemento de superficie diferencial dS = dzdy por el que discurre un deter-
minado flujo se va a proceder a establecer el equilibrio mésico (ecuacién de conservacién de la
masa) de forma que la cantidad de fluido que entra en el elemento a través de los contornos,
menos la que sale, ha de ser igual a la que se genera (fuente o sumidero). De esta forma se
obtiene:

0qy 0
Qv + [qz - (qx + 8—2@)} dy + [Qy - (qy + %dyﬂ =0, (7.51)

donde Qy es el volumen de agua que entra (positivo si se trata de una fuente o negativo si se
trata de un sumidero u extraccién de agua) y q = (¢ qy)T es el vector flujo. Si se divide por el
area del elemento la expresién anterior queda como:

6(]9[: 6Qy T
_ _ X
oy y—O:>Q Vig=0, (7.52)

donde en este caso @ es el volumen de agua generado por unidad de area.
La ley fenomenolodgica que rige el flujo a través de un medio poroso es la Ley de Darcy, que
se expresa de la siguiente manera:
9¢

q= —k£ =—-kV¢=—-kVo, (7.53)
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donde q es el vector flujo de fluido por unidad de drea y por unidad de tiempo, k es el tensor
de permeabilidad (tensor de segundo orden) y ¢ es el potencial, que en este caso representa la
altura piezométrica (energia) definida como:

2
v
= — 7.54
d=yt+prt o (7.54)
donde p es la presién del fluido y v es la velocidad del flujo, que en este tipo de problemas
es despreciable por ser generalmente muy pequena (v =~ 0). En caso de que el material sea
ortétropo, k se expresa de la siguiente manera:

k:[% ]Sy}, (7.55)

donde k; y k, son los coeficientes de permeabilidad en las direcciones de los ejes coordenados x
e y, respectivamente.
Reemplazando (7.53) en la ecuacién (7.52), se obtiene:

%
tevo=0r| L 2 [k O o | 29y 9 (12249 (1 92) 2
orvrive=as[gal [ 40 ]| o | -orm (v5) oy (85,) -0 0
Ay

que es la ecuacion de difusion-conveccién particularizada para el caso de flujo en medios
permeables en 2 dimensiones para problemas estacionarios que no dependen del tiempo.

Si el material es isétropo (k; = ky = k) la ecuacién (7.56) se transforma en la ecuacién de
Poisson:

il 82¢> —0, (7.57)

Vip= k(== 4 =—
RQ+Vio=0Q+ <82x+82y
mientras que si ademds, andlogamente a lo que ocurria en el caso de flujo calérico, no exis-
ten fuentes (aportaciones de fluido) ni sumideros (extraccién de caudal, bombeo) de fluido, la
ecuacién (7.56) se transforma en la ecuacién de Laplace:

9% 92
V3 =k (aTi + aTz) =0. (7.58)

Comentario 7.8 Como puede observarse, las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de
la transferencia de calor y la filtracion a través de medios permeables son andlogas.
|

7.2.1. Condiciones de Contorno

Andlogamente al caso de la transferencia de calor, las condiciones de contorno en este tipo
de problemas son

1. Altura piezométrica conocida en un determinado contorno: En este caso se conoce
el potencial en el contorno Si:

o(z,y) = do; V(z,y) € 51, (7.59)

donde ¢ es el valor de la altura piezométrica en ese contorno.
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7.2.2.

Para el caso del ejemplo de la presa el potencial es conocido en todo el contorno corre-
spondiente a la interfase agua-suelo, donde usando (7.54), se obtiene que:

Noétese que el origen de coordenadas, y por tanto la referencia para la medida de altura
piezométrica estd situada al nivel interfase suelo-roca.

Esta condicién de contorno es una condiciéon de contorno esencial o de Dirichlet.

. Flujo conocido en una superficie: En este caso se conoce el flujo de fluido a través de

una superficie del dominio Ss. La expresion que define esta condicién de contorno es:

8¢ 9o

kx8_:c Yoy

Ng + ky—=—ny +qo =0, (7.61)
donde n = (nm,ny)T es el vector normal a la superficie Sy de flujo conocido, y qg es el

valor del flujo.

Para el ejemplo de la presa existen dos condiciones de contorno asociadas a flujo cono-

1

f=qy =

L; —b/2 < x < b/2} e interfase suelo-roca 552) ={y =0; —00o < z < oo}, en los que la

expresién (7.61) queda, respectivamente, como:
L0000 00

k21 _ Y _ o (1)
8x0+ 3y +0 By 0; V(z,y) € S5

6(75 6(75 ;09
8.%' 8y1+0 N oy

cido, concretamente para los contornos impermeables, interfase suelo-presa Sé

0; Y(z,y) € 552),

donde N = 0,1y ngo) = (0,—1)T. Que son la condicién matemética para que el
2 2

flujo a través de la presa, que se supone impermeable en comparacién con el terreno, sea

nulo.

Esta condicién de contorno es una condicion de contorno natural o de Neumann.

Formulaciéon de Elementos Finitos para Problemas de Flujo

Andlogamente a lo que se hizo en la Seccién 7.1.3 en la que se obtuvo la formulacién MEF

para resolver problemas de temperatura, en este apartado se obtiene la formulacion general
del MEF para problemas de flujo en medios permeables en dos dimensiones y para problemas
estacionarios. También se emplea el método de Galerkin para la seleccién de las funciones de

peso.
Los pasos para la resolucién del problema mediante el MEF son los siguientes:

s Paso 1: Division del dominio en elementos. Partiendo del dominio € se subdivide

en un numero finito de elementos discretos n,;, en este caso el dominio es bidimensional.

» Paso 2: Ecuaciones del MEF para el elemento. La solucién del problema (altura

piezométrica) en funcién de los valores nodales solucién se aproxima a través de las fun-
ciones de forma:

¢ (2,y) = [N(@,y)] {6}, (7.62)

en la que

[N@.y)]=[ M@y Na(zy) -+ N, (2,9), ] (7.63)
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T . o ,
y {gf)(e)} = {gbl G2 ... Pn,, }, donde ¢; es la altura piezométrica en el nodo ¢ del elemento
y Ny, es el nimero de nodos por elemento. Nétese que en este caso no intervienen ni la
variable z ni el tiempo.

La ecuacién diferencial (7.57) ha de cumplirse en todo el elemento y dado que la solucién
que se va a calcular es aproximada, y el método de Galerkin establece que la integral
ponderada del error entre la solucién y la aproximacién, utilizando las funciones de forma
como pesos a lo largo de todo el volumen del elemento S(¢), ha de ser nula. Por tanto, se
ha de cumplir la siguiente condicién matemaética:

0o 0o R
[ ) iy () s o5 o

Nétese que (7.64) representa la integral de los residuos ponderados a lo largo de todo el
elemento.

Integrando por partes los dos primeros términos en (7.64) se obtiene:

/N ds = ON; &de—i— /Nk —ng.dl;i=1,...,ny,
oz " ox e
S(e) 1(e) 7 65)
0 ON; . 0¢ ) (7.
N2 (5,22 S ey P dl; i =1, ...
/ 'Oy (ky6y> a5 dy 7oy ' yaynyd& P e
S(e) S(e) 1(e)

donde 1(®) es el contorno del elemento seleccionado, constituido por todas sus aristas. Nétese
que la integral de linea se multiplica por las componentes del versor normal a la misma
(ng,ny), y representan el flujo de agua ponderado a través del contorno del elemento.

Sustituyendo (7.65) en (7.64) se llega a:

ON; 36 ON; 0o
[ [Tk gy 48
5 (7.66)
/N[ a¢nz+kg¢ny}d€+/N1QdS—O i=1,. ne-
1(e) S(e)

Nétese que el integrando del primer término en la segunda fila en (7.66) es igual que el
término de la izquierda en la condicién de contorno de flujo (natural) (7.61) multiplicado
por la funcién de forma correspondiente.

Reemplazando el integrando por su valor segin (7.61) queda la siguiente integral que tiene
en cuenta las condiciones de contorno naturales:

0¢ 0¢
/Ni [kx%nz + ky vg ny} dl = /qudﬁ 1=1,. e - (7.67)
lge) lge)

Nétese que la integral (7.67) tnicamente ha de evaluarse en aquellos contornos de los
elementos cuyas aristas coincidan con los dominios del problema global en los que se
conoce la condicién de contorno, ya que en caso contrario, su valor se anula con la integral
correspondiente al elemento contiguo. Por lo tanto, inicamente se obtiene en lge) N.Se donde
Ss es el dominio en el que se define la condicién de contorno (7.61).
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Si se sustituye (7.67) en (7.66) y se reorganizan términos:

ON;, 99 _ON; a¢
/[a Y ]dS /NQdS /qudf i=1,. (7.68)
S 5 1©ns,

Teniendo en cuenta (7.62) se puede expresar el potencial en el elemento debido al potencial
(altura piezométrica) de cada uno de los nodos como:

¢] (xay):NJ¢§e)7 jzla"'annea (769)

de forma que ¢©) = Z""e N; qb<e).

Reemplazando en (7.68) el potencial ¢ por ¢;, y éste a su vez por (7.69), se obtiene la
siguiente expresion:

() 3Nik ON; 6N ON; J /N S / Nagde:
¢j/[8xx8x+6 vy |90 = ) NildS i
o) o) 19,

(7.70)

1=1,...,nn.,7=1,...,np,,

en la que los términos a la izquierda de la igualdad constituyen el elemento (i,j) de la
matriz de rigidez, mientras que el término de la derecha es el elemento i-ésimo del vector
de términos independientes.

La ecuacién anterior se puede expresar como:
k(e ¢(€ )_HDS)’ (7.71)

(e)

en la que k; ;. es el término (7, j) de la matriz de rigidez del elemento debido a la integracién

(e . )

de la ecuacién de Poisson, mientras que py ” y p; ” son la influencia en el término ¢-ésimo del
7 7

vector de términos independientes del elemento debido, respectivamente, a la presencia de

un término de generacién de fluido (fuente o sumidero) y al flujo conocido en un contorno.

La expresion completa de la matriz de rigidez en forma matricial queda de la siguiente
manera:

] o) - o+ o) =

en la que cada una de las submatrices y vectores se obtienen de la siguiente manera:

aN aN
— = ONy  ON,,.
Lo St e
k@] = / BldS = / v Oz 9r 148, (7.73
k9] = [ B o Ol on N |15 0T
S(e) S [ Y nne & —6y Ce 6y
Oz dy

Noétese que la matriz [B] contiene las derivadas de las funciones de forma y [D] es la matriz
de permeabilidad. El término independiente asociado a una fuente de calor queda como:

O] ainTas - /Q s (7.74)

S(e) S(e) nne
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y el término independiente relativo al flujo conocido en un contorno es:

[pée)}Z/—[N]Tdfz / —q| i |de (7.75)
N,

lge)ﬂSQ lge)ﬂSQ Nne
= Paso 3: Obtencién del sistema discreto. Una vez obtenidas las matrices de rigidez de
cada uno de los elementos y los términos independientes, se continia con el procedimiento

de ensamblaje:

K] = e:'Al[k(e)]; (P} = ee‘l[P(e)] = é‘l ([p(f)] + [p(ge)]) , (7.76)

donde [K] es la matriz de rigidez global estacionaria del sistema, y {P} es el vector de
términos independientes. De esta forma es posible obtener el siguiente sistema de ecua-
ciones:

{P} = [K]{o}. (7.77)

= Paso 4: Introduccién de las condiciones de contorno esenciales. En el Paso 3 se
vio como la integracién por partes para la resolucién de la ecuacién diferencial mediante
el MEF obligaba a satisfacer las condiciones de contorno naturales asociadas al flujo, lo
cual generaba una serie de términos que afectaban a la matriz de rigidez. En este caso no
se ha dicho nada sobre las condiciones de contorno esenciales (7.59). Estas se introducen
en el sistema ensamblado (7.77) empleando el procedimiento ya visto en las Seccién 4.2.7,
que modifica la matriz de rigidez y el vector de términos independientes de forma que se
satisfagan las condiciones de contorno asociadas a valores fijos de la altura piezométrica.

s Paso 5: Resoluciéon del sistema lineal de ecuaciones. Una vez modificado el sistema
discreto se procede a su resolucion, con lo cual se obtienen las alturas piezométricas nodales
solucion:

{¢} = K" {P}. (7.78)

= Paso 6: Calculo del flujo en un contorno. Una vez obtenidas las alturas piezométricas
nodales globales solucion, se puede calcular el flujo a través de un contorno diferencial d¢
empleando la siguiente ecuacién en forma matricial:

(99 _
qns_n(8w>_

Ny 9N, ¢1 (7.79)
_ [n n ] | ke O ox ox .
v 0 Fky ONy ONy,. '
oy oy Prin

Noétese que si lo que se desea es calcular el flujo total de fluido que sale por una determinada
superficie basta con integrar (7.79) sobre la misma:

Qs = / InsdS. (7.80)

S
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7.2.3. Matriz de Rigidez del Elemento Triangular de 3 Nodos

En la secciéon anterior se present6 la aproximacién genérica del MEF para la resolucién de
problemas de flujo en medios permeables. En este apartado se obtienen las expresiones para el
calculo de la matriz de rigidez y el término independiente del elemento triangular de tres nodos.
Noétese que las funciones de forma son las dadas en la ecuacién (5.20), por lo que la matriz [B]
con las derivadas de las funciones de forma queda como:

1 by by by
[B] - 2A(e)* |: €1 ¢ c3 :| ’ (781)

donde A(®)* es el drea del tridngulo (5.22), en la que los coeficientes constantes ¢;, b;; i = 1,2, 3,
vienen dados por las expresiones:

b1 = (y2 — y3); bo = (y3 —vy1); bs = (y1 — y2);

c1 = (z3 — 72); ey = (x1 — x3); c3 = (29 — x1). (7.82)

Teniendo en cuenta estas funciones de forma, (7.81), y (7.82), las ecuaciones (7.73)-(7.75) se
transforman en:

» Matriz de rigidez para la resolucién de la ecuacién de Poisson: La matriz (7.73)
para el elemento triangular de tres nodos quede de la siguiente manera:

b1

1 ke, O 1 b1 by b

©] - . 1oy by

[k } 2 A(e)x b2 22 |: 0 k?y :| 2 A(e)x |: c1 C2 C3 :| A (783)
3 3

= El término independiente asociado a una fuente de fluido: Nétese que esta integral
es andloga a (5.56) pero en esta ocasién se realiza teniendo en cuenta que la integral de
un plano sobre una superficie plana es igual al volumen encerrado por el plano en esa
superficie:

3 )

ar +bix+cry 1

e 1 Ale)

|:p§ )i| == Q/ W a + bQ(E + c2Yy dsS = Q 1 (784.)
S a3 + bsx + c3y 1

donde QA(® es la cantidad de fluido aportada o extraida del elemento, que se reparte de
forma proporcional entre sus tres nodos.

= El término independiente relativo al flujo conocido en un contorno: En este caso
la integral de un plano sobre una linea es igual al drea del tridngulo que conforman la linea

y el plano:
a + blx + 1y _ql(e) 1
[p(;)} = / SA@r | 2T hrtoy jdi=—— 0 1, (7.85)
a3 + bsx + c3y 0

1198,

que se corresponde con el término asociado al flujo por el contorno opuesto al nodo 3, es
decir, que la i-ésima componente del vector es nula.
b

Comentario 7.9 Ndtese que, andlogamente a lo que ocurria con el elemento tetraédrico, en
las ecuaciones particularizadas para el elemento triangular intervienen tanto A©) como A©)*,
A©) es el drea del tridngulo, que es siempre positivo, mientras que A©* es el cdlculo del drea
mediante la formula del determinante, y en funcion de la numeracion de los nodos puede ser
positivo, o negativo. |
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7.2.4. Ejemplo de Filtracion Durante la Construcciéon de un Garaje Sub-
terraneo

Se va proceder a la construccién de un garaje subterraneo en una zona préxima a la costa.
La planta del garaje tiene forma rectangular siendo la dimensién del largo mucho mayor que la
del ancho (40 metros) y debido a la proximidad del mar y a la cota del terreno original, el nivel
fredtico se sitia al nivel de la calle (cota +40 sobre el nivel de referencia).

Considérese el corte transversal de la excavacién mostrado en la Figura 7.7, en la que el
punto A tiene de coordenadas (30,20). Para la cimentacién del garaje se ha decidido utilizar

A
y Im 40m Im NE
<. |
_'| |‘ g |<_ \
S <t N 1
: N Pantalla de
29m 20m 4 hormigén
Ay ]'. / 40m
_ ¥ IS s S ot a T Arenas limosas
(profundidad? 4
v | Gravadensa |[20m LU
0(0,0) v vy,
P <~ RS P AT x

Gneiss masivo compacto e impermeable
Figura 7.7: Seccién transversal tipo de la excavacién del garaje (cotas en metros).

una losa de hormigén. Nétese que la excavacién y construccion posterior del garaje con su losa
de cimentacion tiene tres condicionantes muy importantes:

1. El primero se produce en la fase de construccién, por un lado como el nivel freatico esta por
encima de la cota +20 a la que va a colocarse la losa, la excavacién tiende a inundarse,
y por otro, hay riesgo de sifonamiento, que impediria la movilidad de la maquinaria y el
trabajo en el fondo de la excavacién, y podria suponer un peligro para los operarios.

2. El segundo se daria en la fase de explotacion, ya que el uso de una losa de hormigén en
toda la superficie del garaje impide la filtracion del agua y existe la posibilidad de que todo
el garaje flote debido a la presién del agua, con el consiguiente riesgo de levantamiento,
fisuras, etc.

3. El tercero, también en fase de explotacién, se debe a posibilidad de que existan filtraciones
por las imperfecciones del hormigén, que podrian provocar la inundacién del garaje. Este
fenémeno se ve limitado porque la extraccion de agua mediante bombas se ve imposibilitada
por el terreno circundante que, dada su baja permeabilidad, no permite el drenaje por
bombeo.

Para tratar de subsanar todos estos problemas se ha decidido tomar dos medidas:

1. La primera trata de resolver el problema de sifonamiento. Se va a proceder a alargar la
profundidad de la pantalla de hormigén por debajo de la cota de construccion de la losa
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(cota +20) en una profundidad de 7 metros, pero aun no se sabe si esta profundidad
resolverd el problema. Con esta solucién se consigue aumentar el camino de la filtracién
del agua, con lo que se reducen los gradientes del potencial y por tanto se disminuye la
posibilidad de sifonamiento.

2. La segunda trata de eliminar las presiones a las que esta sometida la losa y las posibles
filtraciones e inundacion en el garaje. Consiste en la sustitucién del primer metro de terreno
de la excavacidon por una grava compacta, con un mayor coeficiente de permeabilidad que
permita un facil drenaje por bombeo y la consiguiente colocacién de bombas. Con ello,
ademds de favorecer la no aparicién de sifonamiento, se reducen considerablemente las
sobrepresiones a las que va estar sometida la losa.

Teniendo en cuenta todos esos condicionantes, considerando que los coeficientes de perme-
abilidad de la arena limosa y de la grava son 0,001 cm/s y 1 cm/s, respectivamente!, y dada la
discretizacién en elementos triangulares mostrada en la Figura 7.8, en la que se tiene en cuenta
la simetria del problema, se va a realizar un estudio en cuatro fases distintas.
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Figura 7.8: Discretizacién de una de las partes simétricas de la secciéon transversal del garaje en
elementos triangulares (cotas en metros).

Hipétesis inicial: Esta situacién se corresponde a la realizacién de la excavacién cuando no se
profundiza con la pantalla de hormigén por debajo de la cota de la solera del garaje, ni
se coloca el relleno de grava. Teniendo esto en cuenta se tratan de calcular y contestar los
siguientes interrogantes:

'El hormigén de la losa y de la pantalla se consideran impermeables, lo que implica que poner pantalla equivale
a eliminar los elementos que la constituyen de la discretizaciéon. Esto supone una reenumeracién de elementos y
nodos que ha de hacerse de forma cuidadosa.
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1. Las tensiones efectivas en todos los nodos de la discretizacién para comprobar si
efectivamente se produce sifonamiento en la excavacion suponiendo que aun no se ha
tomado ninguna de las medidas propuestas. Para ello se emplea la siguiente expresion:

o' =0 —p=rsath—p, (7.86)

donde 7sat = 20 kN/m3 es el peso especifico saturado del terreno, h es la altura de
la columna de terreno por encima de cada punto calculado y p es la presién de agua
en ese punto, que se calcula a través de la altura piezométrica mediante la siguiente
expresion:

P ="w(®—y), (7.87)

donde v, = 10 kN/m? es el peso especifico del agua, ¢ es la altura piezométrica, e y
es la cota o altura a la que esta situado el punto.

2. Se produce sifonamiento?, jen qué puntos se produce (dibujar el diagrama de “iso-
tensiones” efectivas puede facilitar la localizacién de los puntos)?, jes légico el resul-
tado?

Etapa de construccién 1: Una vez comprobado si se cumple la condicién de sifonamiento,
para reducir la probabilidad de que se presente, y por motivos estructurales, se decide
profundizar con la pantalla p, = 7 m, y proceder a la excavacién del terreno hasta la
cota (+20). En estas nuevas condiciones se tratan de calcular y contestar los siguientes
interrogantes:

1. Las tensiones efectivas en todos los nodos de la discretizacion para comprobar la
mejora con respecto a la situacién en la hipdtesis inicial, para lo cual se emplean las
expresiones (7.86) y (7.87). ;Es significativa la mejora?

2. El caudal que se filtra a la excavacién por metro lineal de garaje, ya que es impre-
scindible para el dimensionamiento de las bombas a utilizar para evitar que se inunde
durante esta etapa.

Etapa de construccion 2: En la segunda etapa constructiva se procede a sustituir el primer
metro de terreno natural de la solera por la grava compacta, con el fin de mejorar la
situacién frente al sifonamiento y permitir un facil drenaje por bombeo tras la construccion
posterior de la losa. En estas nuevas condiciones se tratan de calcular y contestar los
siguientes interrogantes:

1. Las tensiones efectivas en todos los nodos de la discretizacién para comprobar la
mejora con respecto a la situacion en la etapa 1, para lo cual se emplean las expresiones
(7.86) y (7.87). {Es significativa la mejora?

2. El caudal que se filtra a la excavacion por metro lineal de garaje imprescindible para
el dimensionamiento de las bombas a utilizar para evitar que se inunde durante esta
etapa. ;/Es suficiente el bombeo disenado en la etapa anterior?

Etapa de construccion 3: En la tercera etapa constructiva se procede a colocar una losa de
hormigén de 0,5 m de espesor en la solera de la excavacién dejando una distancia de 1
metro entre la pantalla y la losa (véase el dibujo de detalle en la Figura 7.8), nétese que
en ese metro se ubican las bombas de extraccién de agua. En esta situacion se tratan de
calcular y contestar los siguientes interrogantes:
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1. Las tensiones efectivas en todos los nodos de la discretizacién para comprobar la
nueva situacion frente al sifonamiento con respecto a la situacién en la etapa 2, para
lo cual se emplean las expresiones (7.86) y (7.87). y se considera que el peso especifico
del hormigén es de v, = 23 kN/m?3. ;Es coherente el resultado?, ja qué se debe?

2. El caudal que se filtra por metro lineal a la excavacién por la franja que queda libre
entre la losa y la pantalla.

3. Comprobar si la losa flota en algiin punto.

Hipotesis de comprobacion: En esta etapa y para comprobar si la presencia de la capa de

gravas es importante se resolvera el mismo problema que en la etapa anterior pero sin
considerar la capa de gravas. En estas condiciones se calculan y contestan los siguientes
interrogantes:

1. Las tensiones efectivas en todos los nodos de la discretizacion para comprobar la nueva
situacién frente al sifonamiento con respecto a la situacién en la etapa anterior, para
lo cual se emplean las expresiones (7.86) y (7.87), y se considera que el peso especifico
del hormigén es de v, = 23 kN/m?>. ;Es coherente el resultado?, ja qué se debe?

2. El caudal que se filtra por metro lineal a la excavacién por la franja que queda libre
entre la losa y la pantalla.

3. Comprobar si la losa flota en algtin punto.

Material disponible

Para la resolucién de este problema se dispone de cuatro ficheros que se describen a contin-

uacion:

1. coord.dat = Fichero en el que se encuentra la informacién de las coordenadas de los

nodos de la discretizacion.

. trian.dat = Fichero en el que se encuentra la informacion de los nodos que constituyen

cada uno de los elementos de la discretizacién, es decir, la conectividad.

. dataexcavacion.m — Fichero en el en funcién de los pardmetros pp (profundidad de la

pantalla), new (variable booleana para saber si se coloca relleno de gravas o no), losa (va-
riable booleana para saber si se coloca la losa 0 no), k1 (permeabilidad del terreno natural),
y k2 (permeabilidad de la grava), se encarga de eliminar los elementos correspondientes a
la pantalla renumerando en caso de que sea necesario, generar el vector de propiedades que
indica para cada elemento que tipo de material es, generar automéaticamente las condiciones
de contorno esenciales teniendo en cuenta la configuracion geométrica de cada hipdtesis, y
por tdltimo, asignar los valores de las permeabilidades de los materiales.

resdibujoflujo.m = Fichero para pintar la discretizacion de cada hipotesis, las lineas
equipotenciales, las isobaras de presién de agua, y las isobaras de las tensiones efectivas
en una unica figura.

Solucion de la hipétesis inicial

La hipétesis inicial se corresponde con la situacién en la que no se profundiza con la pantalla

de hormigén por debajo de la cota de la solera, ni se coloca relleno de gravas. Notese que esta
hipétesis no se da en la realidad porque siempre se profundiza algo, pero sirve para mostrar las
consecuencias de no tomar ninguna medida en la excavacion.

Los valores de las variables para simular esta situacién son los siguientes:
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1. Dado que no se profundiza nada por debajo de la solera de la excavacién, p, = 0.

2. Como no se sustituye el primer metro de la solera de la excavaciéon por gravas, new=0. Es
decir la variable booleana que indica si se pone o no capa de gravas es cero (falso).

3. Como en esta etapa no hay losa entonces losa=0. Es decir la variable booleana que indica
si se pone o no la losa de hormigén es cero (falso).
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Figura 7.9: Discretizacion, lineas equipotenciales, lineas isobaras de la presiéon del agua, y lineas
isobaras de la presion efectiva para la hipdtesis inicial.

Una vez resuelto el problema de flujo, se obtienen las alturas piezométricas, las presiones de
agua y de las tensiones efectivas en cada punto de la discretizacion. En la Figura 7.9 se muestra
la discretizacion empleada en la que se observa la ausencia de pantalla, las lineas equipotenciales
en las que se aprecia el giro del flujo con respecto a la base de la pantalla (nétese que el flujo es
perpendicular a las lineas equipotenciales).

En este caso el niumero de puntos que sifona es de 21, situados en los primeros metros de
la parte izquierda de la solera de la excavacién, que es la zona maés peligrosa desde el punto de
vista de sifonamiento. Los elementos que sifonan se muestran en color negro en la discretizacion
de la Figura 7.9. Este resultado es légico porque es la zona en la que los gradientes de velocidad
son mayores y ademas el peso de terreno es menor porque se ha eliminado en la excavacién. El
valor de la tensién efectiva minima es de o/ = —15,08 kN /m?.

Respecto al caudal de agua filtrado es de 0,1045 1/s por metro lineal y lado de excavacién.
Téngase en cuenta que dada la simetria del problema sélo se estudia uno de los lados del garaje.
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Etapa de construccion 1

La primera etapa de la construccién consiste en la profundizacién de la pantalla hasta p, =
7 m, y posterior excavacién. Los valores de las variables para simular esta situaciéon son los
siguientes:

1. Se coloca toda la pantalla, por tanto, p, = 7.

2. Como no se sustituye el primer metro de la solera de la excavaciéon por gravas, new=0. Es
decir, la variable booleana que indica si se pone o no capa de gravas es cero (falso).

3. Como en esta etapa no hay losa entonces losa=0. Es decir, la variable booleana que indica
si se pone o no la losa de hormigén es cero (falso).
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Figura 7.10: Discretizacién, lineas equipotenciales, lineas isobaras de la presién del agua, y lineas
isobaras de la presion efectiva para la Etapa de construccién 1.

Una vez resuelto el problema de flujo, se obtienen las alturas piezométricas, las presiones de agua
y de las tensiones efectivas en cada punto de la discretizacion. En la Figura 7.10 se muestra la
discretizacién empleada en la que se observa la presencia de la pantalla, las lineas equipotenciales
en las que se aprecia el giro del flujo con respecto a la base de la pantalla (nétese que el flujo
es perpendicular a las lineas equipotenciales). Nétese que el nimero de puntos que sifona es de
0, y que la minima tensién efectiva es de o/ = 0 kN/m?, con lo cual se elimina la posibilidad de
sifonamiento. Como puede verse las condiciones frente al sifonamiento mejoran mucho debido a
que se ha alargado el camino de filtraciéon reduciendo los gradientes del potencial.

En esta etapa el caudal filtrado a la excavacién por metro lineal es de @ = 0,0801 1/s (sélo
en la parte izquierda debido a la simetria), con lo cual se observa que se reduce ligeramente el
caudal filtrado.



7.2 Filtracion en Medios Porosos 341

Etapa de construccion 2

La segunda etapa de la construcciéon consiste en la sustitucién del primer metro de la ex-
cavacion por una grava de mayor permeabilidad que el terreno natural. Los valores de las varia-
bles para simular esta situacién son los siguientes:

1. Se coloca toda la pantalla, por tanto, p, = 7.

2. Como se sustituye el primer metro de la solera de la excavacion por gravas, new=1. Es
decir, la variable booleana que indica si se pone o no capa de gravas es uno (verdadero).

3. Como en esta etapa no hay losa entonces losa=0. Es decir, la variable booleana que indica
si se pone o no la losa de hormigén es cero (falso).
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Figura 7.11: Discretizacién, lineas equipotenciales, lineas isobaras de la presién del agua, y lineas
isobaras de la presion efectiva para la Etapa de construccién 2.

Una vez resuelto el problema de flujo, se obtienen las alturas piezométricas, las presiones
de agua y de las tensiones efectivas en cada punto de la discretizacién. En la Figura 7.11 se
muestra la discretizacién empleada en la que se observa la presencia de la pantalla, las lineas
equipotenciales en las que se aprecia el giro del flujo con respecto a la base de la pantalla (ndtese
que el flujo es perpendicular a las lineas equipotenciales).

Notese que el numero de puntos que sifona es de 0, y que la tensién efectiva minima es de
o’ =0 kN/m?, con lo cual se la situacién no cambia con respecto a la situacién anterior.

En esta etapa el caudal filtrado a la excavacién por metro lineal es de @ = 0,0819 1/s (sélo
en la parte izquierda debido a la simetria), con lo que aumenta ligeramente. Este resultado es
légico ya que la grava tiene una mayor permeabilidad.
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Etapa de construcciéon 3

La tercera etapa de la construccién consiste en la colocacion de la losa de 0,5 m de grosor
dejando una separacién de 1 metro con respecto a la pantalla.
Los valores de las variables para simular esta situacién son los siguientes:

1. Se coloca toda la pantalla, por tanto, p, = 7.

2. Como se sustituye el primer metro de la solera de la excavaciéon por gravas, new=1. Es
decir, la variable booleana que indica si se pone o no capa de gravas es uno (verdadero).

3. Como en esta etapa no hay losa entonces losa=1. Es decir, la variable booleana que indica
si se pone o no la losa de hormigén es uno (verdadero).
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Figura 7.12: Discretizacién, lineas equipotenciales, lineas isobaras de la presién del agua, y lineas
isobaras de la presion efectiva para la Etapa de construccién 3.

Una vez resuelto el problema de flujo, se obtienen las alturas piezométricas, las presiones
de agua y de las tensiones efectivas en cada punto de la discretizacién. En la Figura 7.12 se
muestra la discretizacién empleada en la que se observa la presencia de la pantalla, las lineas
equipotenciales en las que se aprecia el giro del flujo con respecto a la base de la pantalla (nétese
que el flujo es perpendicular a las lineas equipotenciales).

Notese que el niimero de puntos que sifona es de 0, y que la minima tension efectiva es de
o’ = 10,9 kN/m?, con lo cual se la situacién mejora considerablemente. El niimero de los puntos
de la discretizacién en el contacto losa terreno en el que la tensién es menor o igual que cero, es
decir, que flotan, es de 0.
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En esta etapa el caudal filtrado a la excavacién por metro lineal es de @ = 0,0358 1/s (s6lo en
la parte izquierda debido a la simetria), que se reduce sensiblemente, lo cual es 16gico teniendo
en cuenta que hemos pasado de una longitud de solera por la que sale agua de 20 m a 1m. En
cualquier caso con esa reduccién de longitud de solera por la que el agua sale a la superficie
cabria esperar una mayor reduccién de caudal. Esto se debe a la presencia de la capa de gravas,
que por su alta permeabilidad, facilita la evacuacion del agua hasta el extremo de la losa.

Hipétesis de comprobacion

En este caso para comprobar si es necesaria la capa de gravas se procede a resolver el problema
con la losa y sin la pantalla de gravas. Los valores de las variables para simular esta situacion
son los siguientes:

1. Se coloca toda la pantalla, por tanto, p, = 7.

2. Como no sustituye el primer metro de la solera de la excavacién por gravas, new=0. Es
decir, la variable booleana que indica si se pone o no capa de gravas es cero (falso).

3. Como en esta etapa no hay losa entonces losa=1. Es decir, la variable booleana que indica
si se pone o no la losa de hormigén es uno (verdadero).

Discretizacion Altura piezometrica en m(lineas equipotenciales )
40
40
30 35
307
201 20 30
10+
10 25
0 b
- 0
0 10 20 30 40 50
Presion hidrostatica en kN/m2 Tesion efectiva en kN/m2
40
400
30
300
20 200
x 100
\ 0

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Figura 7.13: Discretizacién, lineas equipotenciales, lineas isobaras de la presién del agua, y lineas
isobaras de la presion efectiva para la hipdétesis de comprobacion.

Una vez resuelto el problema de flujo, se obtienen las alturas piezométricas, las presiones
de agua y de las tensiones efectivas en cada punto de la discretizacién. En la Figura 7.13 se
muestra la discretizaciéon empleada en la que se observa la presencia de la pantalla, las lineas
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equipotenciales en las que se aprecia el giro del flujo con respecto a la base de la pantalla (nétese
que el flujo es perpendicular a las lineas equipotenciales). En este caso se observa como las
equipotenciales encierran la salida o evacuacion.

Notese que el nimero de puntos que sifona es de 209, y que la minima tensién efectiva es
de o/ = —78 kN/m?, con lo cual no sélo no se elimina la posibilidad de sifonamiento sino que
empeora. El nimero de los puntos de la discretizacién en el contacto losa terreno en el que
la tension es menor o igual que cero, es decir, que flotan, es de 38, lo que implica que la losa
estd flotando. Este resultado es logico ya que practicamente se trata de una situacion cuasi-
hidrostatica. Los elementos que sifonan se muestran en color negro en la discretizacién de la
Figura 7.13.

En este caso el caudal filtrado a la excavacién por metro lineal es de @) = 0,0309 1/s (sélo en
la parte izquierda debido a la simetria), que se reduce ligeramente.

La conclusién es clara, es imprescindible la colocacién de la capa de gravas para un correcto
funcionamiento del sistema.

Ejercicio 7.1 (Construccién de un garaje subterraneo). Utilizando los datos del ejemplo
de la Seccién 7.2.4 y los ficheros indicados necesarios para su resolucion, que estan disponibles
en el CD-Rom, se pide:

1. Escribir el cédigo matlab necesario para la correcta resolucién de problemas de flujo en
medios permeables resolviendo la ecuaciéon de Laplace.

2. Con ese cdodigo, generar un grafico en el que se represente en el eje de abscisas la profundi-
dad de pantalla en metros (m) y en el eje de ordenadas la tensién efectiva minima en kN /m?
correspondiente. Para su realizacién se consideraran distintas profundidades de pantalla
desde cero hasta 40,5 m con incrementos de 0,5 m. Este grafico se empleara para deter-
minar la profundidad de pantalla minima que hay que colocar para evitar el sifonamiento
durante la etapa de construccion 1.

Es imprescindible entregar un informe justificando los cédlculos y la estructura general del
programa, indicando los valores de las variables pp, new, losa, k1 y k2 que se han utilizado,
analizando los resultados obtenidos, y contestando a todos los interrogantes planteados. |

Ejercicio 7.2 (Permedmetro de carga constante vertical). En la Figura 7.14 se repre-
senta un permeametro de carga constante y flujo ascendente. Se supone que existe una rejilla en
la parte inferior de la muestra de arena, pero no en la superior, y que no hay friccién con las las
paredes del recipiente. Notese que la altura H de la muestra de arena es de 1 metro, mientras
que su ancho es de 0,5 metros.

Para unas condiciones determinadas se desea estudiar el proceso de filtracién para comprobar
si se produce sifonamiento o no. El coeficiente de permeabilidad de la arena es de 0,9 cm/s, y el
incremento de altura de agua del depdsito més elevado con respecto al mas bajo es de AH = 0,2
m. Dada la discretizacién en elementos triangulares mostrada en la Figura 7.15, se pide:

1. ;Qué ecuacion gobierna el fenémeno de filtracion en este caso?

2. Calcular analiticamente las alturas piezométricas en los nodos de la discretizacién. Justifica
tu respuesta.

3. Calcular numéricamente mediante un programa de elementos finitos las alturas piezométri-
cas en los nodos 2, 5, 8, 11 y 14 de la discretizacion, y comprueba la solucién con la obtenida
analiticamente.
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Nivel de agua
superior

l_ Yy
Yy
Agua 0.5m
AH=7? Nivel de agua
inferior
+
L=0.1m Agua
v
A
h Arena
H=1m * @)
v |00

Figura 7.14: Permedmetro de carga constante (cotas en metros).

4. Calcular las tensiones efectivas en los nodos 2, 5, 8, 11 y 14 de la discretizaciéon para com-
probar si efectivamente se produce sifonamiento. Para ello se emplea la siguiente expresion:

o' =0 —p=ath—p,

(7.88)

donde st = 20 kN/m3 es el peso especifico saturado del terreno, h es la altura de la
columna de arena por encima de cada punto calculado y p es la presiéon de agua en ese
punto, que se calcula a través de la altura piezométrica mediante la siguiente expresion:

p= (P —y),

(7.89)

donde vy, = 10 kN/m? es el peso especifico del agua, ¢ es la altura piezométrica, e y es la
cota o altura a la que estd situado el punto.

5. Se produce sifonamiento?

Ejercicio 7.3 (Permedmetro de carga constante en V).
un permeametro de carga constante. Se supone que existe una rejilla que evita que se escape la
arena pero que permite el paso de agua, y que no hay friccién con las las paredes del recipiente.

Para unas condiciones determinadas se desea estudiar el proceso de filtracién para calcular
las alturas piezométricas y presiones. Los coeficientes de permeabilidad de las arenas, arenaq
y arenag son de 0,9 y 9,0 cm/s, respectivamente, H = 1,000 m, y el incremento de altura es
de AH = 0,5 m. Dada la discretizacién en elementos triangulares mostrada en la Figura 7.17,

calcular:

1. Alturas piezométricas en los nodos de la discretizacién.

En la Figura 7.16 se representa
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Discretizacion (cotas en metros)
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Figura 7.15: Discretizaciéon en elementos triangulares de la arena dentro del permedmetro de
carga constante (cotas en metros).

2. Las presiones p en los nodos de la discretizacién, que se calcula a través de la altura
piezométrica mediante la siguiente expresion:

p="w(d—¥), (7.90)

donde v, = 10 kN/m? es el peso especifico del agua, ¢ es la altura piezométrica, e y es la
cota o altura a la que estd situado el punto.

3. Suponiendo que se intercambian las arenas 1 y 2 de posicién (ndtese que la arena 2 tiene
un coeficiente de permeabilidad 10 veces mayor que la drea 1), jcémo se modifican las
condiciones frente al sifonamiento en la parte de flujo ascendente?, ;mejoran o empeoran?,
razona la respuesta basandote en los resultados obtenidos y trata de dar una explicacion
fisica.

Ejercicio 7.4 (Permedmero de carga constante con seccién variable). En la Figu-
ra 7.18 se representa un permeametro de carga constante y flujo ascendente con seccion varia-
ble. Se supone que existe una rejilla en la parte inferior de la muestra de arena, pero no en la
superior, y que no hay friccién con las las paredes del recipiente. Nétese que la altura H de la
muestra de terreno es de 1 metro (0,5 metros de arena y 0,5 metros de grava), mientras que su
ancho es de 1 metro en la parte inferior y de 0,5 metros en la parte superior.

Para unas condiciones determinadas se desea estudiar el proceso de filtraciéon para comprobar
si se produce sifonamiento o no. El coeficiente de permeabilidad de la arena es de 0,5 cm/s,
mientras que el de la grava es 10 veces superior al de la arena, y el incremento de altura de agua
del depésito més elevado con respecto al mas bajo es de AH = 1,0 m. Dada la discretizacién en
elementos triangulares mostrada en la Figura 7.19, calcular:



7.2 Filtracion en Medios Porosos 347

Nivel de agua
superior

y
AH | Nivel de agua
Agua inferior
H/3 Agual”
> 1 H/3 0.5
K- — = -
! Arena, !
1 1
145° ° !
H| ! (.Y ' H
: N Arena, !
: }ﬂ3I :
A VR AR LY,
l< > >l x
H 00,0 H

Figura 7.16: Permedmetro de carga constante en V (cotas en metros).

1. Indicar en las hojas adjuntas correspondientes al fichero de datos de la practica de flujo
para la excavacién, qué elementos hay que modificar para resolver el problema propuesto
en este ejercicio.

2. Alturas piezométricas en los nodos 2, 5, 8, 11 y 14 de la discretizacion.

3. Las tensiones efectivas en los nodos 2, 5, 8, 11 y 14 de la discretizacién para comprobar si
efectivamente se produce sifonamiento. Para ello se emplea la siguiente expresion:

o' =0 —p="yath—p, (7.91)

donde st = 20 kN/m3 es el peso especifico saturado del terreno, h es la altura de la
columna de arena por encima de cada punto calculado y p es la presiéon de agua en ese
punto, que se calcula a través de la altura piezométrica mediante la siguiente expresion:

p="w(®—y), (7.92)

donde vy, = 10 kN/m? es el peso especifico del agua, ¢ es la altura piezométrica, e y es la
cota o altura a la que estd situado el punto.

4. ;Se produce sifonamiento?

5. (Qué ocurrirfa si se intercambia el orden de las capas de gravas y arenas?, jempeora la
situacién con respecto al sifonamiento? Justifica la respuesta y compruébalo numérica-
mente.
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Discretizacion (cotas en metros)

Figura 7.17: Discretizacion en elementos triangulares de la arena dentro del permeametro de
carga constante en V (cotas en metros).
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Figura 7.18: Permedmetro de carga constante con seccién variable (cotas en metros).
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Discretizacion (cotas en metros)
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Figura 7.19: Discretizacion en elementos triangulares de la arena dentro del permedmetro de
carga constante con seccién variable (cotas en metros).
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7.3. Torsion

Otro de los problemas en los que el estudio de su comportamiento se realiza mediante las
ecuaciones de difusién-conveccién es el estudio de torsién en barras prismaticas. Para la deduc-
cién de las ecuaciones en este tipo de problemas se parte de la aproximacion de Saint-Venant
para problemas de torsién, que se basa en las siguientes hipdtesis:

1. El cuerpo sujeto a estudio es un cuerpo prismatico segun el eje z, tal y como se muestra
en la Figura 7.20;

2. El angulo de torsién es constante segin el eje z;

3. La proyeccién de las secciones en el plano x —y tiene movimiento de cuerpo rigido (rotacién
alrededor del eje z).

AZ z
MT
>
)
S, (04 . I
X
0
z
S
' R

Figura 7.20: Barra prismatica sometida a un momento de torsion.

Partiendo de estas hipdtesis se procede a continuacién a la deduccién de las ecuaciones que
permiten el estudio del problema de torsiéon. Para ello se considera un punto P; situado en la
seccién fija Sp cuyo vector posicién es 7 (véase la Figura 7.20). Si se considera otra seccién So
(libre de girar y alabear) a una distancia vertical z de la seccién Sp, y se proyecta el punto Pj
sobre la seccién Ss, se obtiene el punto Ps. Tras la aplicacién de un momento de torsién, y dado
que la seccién Sy puede girar y alabear libremente, el punto P, pasa a ocupar la posicién Pj tal
y como se indica en la Figura 7.21.

Considerando el plano (x,y) sobre el que gira el punto P, y teniendo en cuenta que para
pequenos giros, el arco y la cuerda son aproximadamente iguales, se pueden calcular geométri-
camente los desplazamientos u y v concordantes con los ejes coordenados x e y, respectivamente
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Figura 7.21: Desplazamientos en la seccién del cuerpo prismatico.

(véase la Figura 7.21):

{ u = —rlzsin(a) = —ybz
v

= rfzcos(a) = zz. (7.93)

El desplazamiento w del punto P, segun la direcciéon z depende de x e y, de forma que
w = f(x,y). Estos desplazamientos se denominan desplazamientos por alabeo cuya caracteristica

principal es que no dependen de z.

Las deformaciones en la barra prismética se pueden obtener mediante las relaciones desplazamiento-
deformacién dadas por la teoria de la elasticidad lineal (A.3), que quedan de la siguiente manera:

ou ov ow
Exr — %—0,5y—a—y—0,€z—g—0
1 1
Yoy = = @—f—@ =—(—-0z+02)=0
2\0y O 2 704
_Lfov o) _1( . 0w (799
T T 9\ a2 oy ) 2 oy
— 1 @_Fa_w —1 _(9+6_w
Tez = 2\9z 9zx) 2 Y ox

Utilizando la ley de Hooke dada por las ecuaciones (A.4) y sustituyendo en (7.94) se llega a
las siguientes expresiones:

Op = 0Oy=0,="Tzy =0
ow
_ _ G i
TyZ - G'sz - 2 $9+ 8y> (795)
ow
G
Tz rz — 9 | — 0 o |
T. G, 5 (w0 + ax)

donde G es el médulo de rigidez transversal. Nétese que las tensiones normales o, = 0y = 0,
son nulas porque en el estudio de torsién no intervienen.
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A continuacion se plantean las ecuaciones de equilibrio :

0oy OTyy L+ 0Tz

by = 0
R A
Viootpb=0={ 2oy D Tz g g (7.96)
883: 883/ a(‘?z
Trz Tyz + Oz + pb, =0,

Oz oy 0z

en las que al reemplazar los valores de las tensiones (7.95) quedan como:

0oy
O - _pbx (7'97)
Do~ b, (7.99)
Y

0Ty 8Tyz+802 I (7.99)

ox oy 0z

donde (7.97) y (7.98) permiten el célculo de las tensiones normales o, y oy en funcién de las
fuerzas maésicas segun esas direcciones, y que son problemas que se pueden estudiar de forma
desacoplada con respecto a la torsién. Nétese que en el caso de que b, = b, = 0 las tensiones
normales o, y o, serdn idénticamente nulas.

Respecto a la ecuacién (7.99) es importante senalar que se puede descomponer en dos. Nétese
que, por un lado, tanto 7,. como 7,, no dependen de z y si de x y de y, y por otro, o, y b, no
dependen ni de = ni de y y si de z, por tanto la ecuacién (7.99) se desacopla en dos:

do., b 0Tz OTy.
8z % o oy

= 0. (7.100)

Reemplazando las componentes de la tensién 7., 7, dadas en (7.95) en esta 1ltima ecuacion
(7.100) se obtiene la expresién:

2§_9+6_w +g€x9+a—w = 0
or | 2 Y ox dy | 2 oy N

2 2
G(a_w+3_w) _ o,

que se denomina ecuacién diferencial de torsion, que se corresponde con la ecuacién de
Laplace:

(7.101)

Viw = 0. (7.102)

Comentario 7.10 La ecuacion (7.102) permite obtener los desplazamientos verticales en cualquier
seccion en el plano (x,y) debido al alabeo producido por el giro 0, que se supone conocido.
|

7.3.1. Funcién de Tension

En los problemas reales de torsién el objetivo es el estudio del comportamiento a torsiéon de
un elemento prismdtico cuando éste se somete a un momento torsor (M;) en el eje z. En esos
casos se ha de obtener la relacién entre el momento torsor aplicado y el giro experimentado por la
seccién en funcion de las caracteristicas elasto-mecanicas del elemento sometido a estudio. Dado
que la ecuacién (7.102) sélo permite el calculo de desplazamientos verticales una vez conocido
el giro se necesita emplear un método que permita relacionar M; y 6.
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Para ello se va a definir una funcién auxiliar ¢ que se denomina funcién de tension, que por
definicién cumple que:

9 _ ... 2 (7.103)

By = Tzz; % = —Tyz-

A continuacién se sustituyen estas expresiones en la tltima ecuacién de equilibrio en (7.100):

0 (0¢ 0 ¢

— | = —|—-=]=0. 7.104

Oz <5y>+8y< 556) (7104
Definicién 7.1 (Condiciones de compatibilidad). Son las ecuaciones resultantes de aplicar
a las ecuaciones de equilibrio las relaciones desplazamiento-deformacion.

|
Las ecuaciones de compatibilidad vienen dadas por las siguientes expresiones:
0*v v(l+v) (0b, Ob, Ob 0b
2 Z - = AT ZZE L, Y ) -z
(1+V)V0x+8x2 v—1 (8x+8y+8z> 2(1+v) Oz
0*v v(l+v) (0b, Ob, Ob 0b
1 oyt — = ——|—+ L+ =) —2(14v) =L
( +V)V0y+823/2 v—1 (8x+8y+8z) (1+v) Jy
o0V 1 ob,  0b b, ob,
U0 V20, + T8 o v0dy) (0 Oby  ObN )y,
0z v—1 Oz y 0z 0z (7.105)
(1+v)V? +82—\I] = —(1+v) Ob , OBy |
Toy oxdy dy oz
0% b ob
1 2 = = —(1 Ly z
( +V)V7—y+8%6z ( +V)<6z+8y
0°v b ob
2 gr _ 99 2
(1+V)VTIZ+8308Z (1+y)<8z+8x)’

donde V? = g—; + 59—;2 + g—; y ¥ =0, + 0y + 0. Teniendo en cuenta las hipétesis consideradas
y las tensiones dadas por (7.95) se obtiene la siguiente expresion simplificada:

2 2
01y, 07Ty,

2 _ _
Vir,., = D2 + a2 0
0%, 0%,
2 _ Tz Tz
VT, = 02 + 8y2 =0.

Notese que para la obtencidon y empleo de estas ecuaciones no es preciso que las fuerzas
mdsicas b, by, y b, sean nulas, ya que no afectan a las tensiones producidas por el fenémeno de
torsion, inicamente a las tensiones o, 0y, y 0.

Reemplazando las tensiones 7., 7, por sus valores (7.103) se obtiene:

2
_i%_i% — 0:>2V2¢:0
0x20x  0y? Ox Ox (7.106)
8_2%+i% — 0=>2V2¢—0 '
ox2 9y Oy oy oy -

La ecuacién (7.106) establece que la divergencia de la funcién tensién no varia ni con respecto
a z ni con respecto a y, por tanto, integrando (7.106) se llega a la siguiente expresion:
B ¢ 0% B

2= 4+ =F 1
Vo=t gp = T (7.107)
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donde F' es una constante desconocida para cuya obtencién se precisa de una condicién de
contorno.

Previo paso a la obtencién de la constante, de forma que se cumpla la condicién de contorno
adicional se obtiene una expresién andloga a (7.107) en la que se sustituye F' en funcién de
parametros fisicos del problema. Para ello se obtienen las derivadas de los desplazamientos
verticales empleando las tensiones dadas por las expresiones (7.95), que quedan de la siguiente
manera:

ow T,
= = *2_9 1
O a + 0y (7.108)
ow Tyz

- = ¥ 1
oy e x, (7.109)

en las que al sustituir las tensiones por (7.103) quedan como:

ow 091
ow d¢ 1

Si se resta la derivada de (7.110) con respecto a x menos la derivada de (7.111) con respecto
a y se obtiene:

0 [0¢1 0 0 1
|4y - — |———= —bz| = 112
dy [6yG + y] oz [ 0z G 4 0 (7.112)
que simplificando queda como:
0 [10¢ 0 [10¢ 0%¢  0°%¢
By [G ay] T o [G ax] 0= 3 T a2 = 200 (7.113)

ecuacién que es andloga a la ecuacién (7.107) y de la que se deduce que la constante de integracién
vale I' = —2G#6, que depende tnicamente de pardmetros fisicos.

Sin embargo, y pese haber logrado dar un significado fisico a la constante de integracién F',
aun se desconoce el valor de 6, para su cdlculo serd preciso introducir una condicién de contorno.
Esta condicién de contorno en problemas de torsiéon consiste en el hecho de que la superficie
del cuerpo prismatico estd libre de tensién normal debido al mecanismo de torsién. Teniendo
esto en cuenta, a continuacién se obtiene una ecuacién adicional necesaria para la resolucién del
problema de torsién.

El vector tensién (t) en un punto cualquiera del sélido se define como:

tz‘ Og Txy Taz l tz- = O'xl + Txym + Tz
ly = | Tzy Oy Tyz m | = ty = Tmyl + oym + Tyn (7114)
tZ Taz Tyz (% n tZ = szl + Tyzm =+ o,Nn

donde [, m, y n son los cosenos directores del vector normal n.

Teniendo en cuenta que en problemas de torsidon los contornos se caracterizan porque su
componente n asociada a z es nula, y considerando las tensiones en (7.95), (7.114) se transforma
en:

ty = Tpzl + 7yom = 0, (7.115)

cuyo valor se iguala a cero para que se cumpla la condiciéon de contorno. Las demds componentes
del vector que define el estado tensional son nulas.
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Figura 7.22: Tensiones actuantes en un diferencial tetraédrico.

n,=cos(a)
n, =cos(B)=sin(a)

Figura 7.23: Detalle del contorno en una seccién de una barra prismatica.
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Si se considera un elemento diferencial (ds) en el contorno, sus cosenos directores [ y m se
expresan como (véase la Figura 7.23):
dy dx
l=—=ym=——. 7.116
ds ds ( )
Reemplazando tanto los valores de las tensiones en funcién del potencial tensién (7.103) como
los cosenos directores (7.116) en la expresién (7.115) se obtiene la expresién de la condicién de
contorno:

¢ (dy\ 0¢ ( Odx\ _ 9¢(x,y)
" (%> o (‘E) = WD) _ 0 W) e 0, (7.117)

donde {2 es el contorno exterior, y que indica que la funcién de tension en el contorno ha de ser
constante. Notese que esta es la Unica condiciéon que ha de cumplirse, y por tanto, el valor de ¢
en el contorno es arbitrario, por lo que se toma el valor cero.

El siguiente paso consiste en relacionar el momento de torsion ejercido con la funcién tensién.
Para calcularlo se integran los momentos producidos por las tensiones en toda la seccion:

M, = / / =Ty + Tyot] dardy = — / / (rauy] dady + / / (7] dady
_ / / B—jy] dady — / / [%x] dady. (7.118)

Dado que la integral abarca todo el drea de la seccién la integral (7.118) se ha de expresar
como:

Tmin ymax(x) J?max
M, = — / / %ydy dx — / / xdx dy, (7-119)
Yy
Tmax ymin(m) Ymax Jjmm y)

donde Tmax, Tmix, Ymax, ¥ Ymix SON las componentes méaximas y minimas de la seccién consid-
erada, mientras que Zmax(¥), Tmix(¥), Ymax(Z) ¥ Ymix(x) son, respectivamente, las componentes
maximas de la seccién considerada para una ordenada y y una abscisa x determinada. Nétese
que todos estos valores pertenecen al contorno de la seccién en la que se definié la condicién de
contorno.

Integrando por partes las integrales con respecto a y y con respecto a x, respectivamente, se
obtiene:

Zmin ymax(z) Ymin xmax(y)
M, = — / by Z:ﬁ:@ - / ¢dy | dz — / px @ZZ(;') / ¢da | dy, (7.120)
Tmax ymin(z‘) Ymax {L‘min(y)

en la que los términos ¢y y ¢x en el contorno son nulos debido a que la funcién potencial en el
contorno se considera nula, con lo cual (7.120) se transforma en:

{l'minymax(x) yminxmax(y)
M, = / / odydz + / / ddrdy = 2 / #dS, (7.121)
mmaxymin(x) ymaxxmin(y) S

es decir, que el momento torsor es igual al doble de la integral de la funcién tension en toda la
seccion.

Por tanto para la resolucién del problema completo de torsidon son necesarias la ecuacién
(7.113) que permite el célculo de la funcién tensién para un valor de la constante F' = —2G0,
y ademds para esa funcién tensién, ha de satisfacerse la ecuacién (7.121) que establece la com-
patibilidad entre el momento torsor empleado M; y el giro 6 experimentado por la seccién.
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Figura 7.24: Membrana de Prandtl y tensién actuante en un elemento diferencial de membrana.

7.3.2. Analogia de la Membrana de Prandtl

El problema de torsiéon anterior se podria haber resuelto o planteado de forma diferente
empleando la analogia de la membrana de Prandtl. Considérese una membrana fina sujetada en
las extremidades de forma que los contornos permanecen inmdéviles en todo momento. Aplicando
una presiéon sobre esta membrana se deforma generandose unas tensiones de traccién S en las
extremidades, tal y como se muestra en la Figura 7.24(a).

Si se toma un elemento diferencial de la membrana (véase la Figura 7.24(b)), y se calcula el
equilibrio de fuerzas en la direccién z se obtiene la siguiente expresién:

2
qdxdy + Sdy sin % + de — Sdy sin %
Or  Ox? oz 7199
0z 0%z 0z (7.122)
+Sdx sin <a—y + a—dey) — Sdz sin (6_y> = 0,

que para pequenas deformaciones de la membrana (sin(6) = 6) se simplifica, resultando en:

2 0%z

0%z
qdxdy + Swdxdy + Sa—zﬂdxdy =0, (7.123)

que al dividir por el diferencial de drea de la membrana dxdy queda como:

0%z 0%z q 2 q
W+8—y2:_gz>v ZZ_E, (7'124)

expresién esta tltima anédloga a la ecuacién (7.107), de forma que:

o =
2G0 =

(7.125)

z
q
=. 12

’ (7.126)

La condicién de contorno que ha de cumplirse en la membrana es que la variacién de la z
con respecto a un diferencial de contorno s en todo el contorno de la membrana (V(z,y) € Q)



358 7. Problemas de Campo

sea nula, debido a que los desplazamientos de los contornos estan impedidos, matematicamente
esta condiciéon queda como:

% =0; V(z,y) € Q, (7.127)
Os
ecuacién andloga a (7.117) si se emplean las equivalencias (7.125)-(7.126), por tanto el problema
es totalmente equivalente.
Lo tnico que queda por resolver es la relaciéon entre el momento torsor M; del problema de
torsién y su equivalente en el problema de la membrana. Para su estudio se parte de (7.121) y
se reemplazan las variables con la equivalencia (7.125)-(7.126) con lo que se obtiene:

M, = 2/¢dA = 2/sz =2V, (7.128)
A A

donde A es el drea de la secciéon plana inicial y V' es el volumen generado por la deformacion
de la membrana con respecto al plano inicial de la seccién A. Por lo tanto, el equivalente al
momento torsor es el doble del volumen de la membrana.

7.3.3. Formulacién de Elementos Finitos para Problemas de Torsion

En esta seccién se obtiene la formulacion general del MEF para problemas de torsiéon en
dos dimensiones (secciones planas), en la que también se emplea el método de Galerkin para la
seleccion de las funciones de peso.

Los pasos para la resolucién son los siguientes:

= Paso 1: Division del dominio en elementos. Partiendo del dominio €2 se subdivide
en un numero finito de elementos discretos n,;, en este caso el dominio es bidimensional.

s Paso 2: Ecuaciones del MEF para el elemento. La funcion tensiéon solucion del
problema en funcién de los valores nodales solucién se aproxima a través de las funciones

de forma:
6 (0,y) = [N(@,y)] {6}, (7.129)
en la que
[N(.%',y)] = [ Nl(.%',y) NQ(xvy) T Nnne (fL‘,y), ] (7130)
T ., .,
y {gf)(e)} = {gbl G2 ... bn,, }, donde ¢; en este caso representa la funcién tension en el

nodo i del elemento y n,, es el nimero de nodos por elemento.

La ecuacién diferencial (7.113) ha de cumplirse en todo el elemento y dado que la solucién
que se va a calcular es aproximada, y el método de Galerkin establece que la integral
ponderada del error entre la solucién y la aproximacién utilizando las funciones de forma
como pesos, a lo largo de todo el volumen del elemento S(€) . ha de ser nula. Por tanto ha
de cumplirse la siguiente expresion matemaética:

[0 (109 o (104 o
[ 5[ (60) + 3y (@) w2 s =0 i=tcom s
S(e)

Noétese que (7.131) representa la integral de los residuos ponderados.



7.3 Torsiéon 359

Integrando por partes los dos primeros términos en (7.131) se obtiene:

0 (109 _ ON; 1 a¢ .
/Nla_x (58_2?) dsS = pe Gax /N dﬁ i=1,...,np,,
O] O] 1) 7.132)
1 0¢ ON; 1 0¢ / 1 aqi) . (7.
NA_ = N;— =1,...
/ Zay <G8y>ds ay Gayds 2 9 7nne7
S(e) S(e) 1(e)

donde 1(®) es el contorno del elemento seleccionado, constituido por todas sus aristas.
Sustituyendo (7.132) en (7.131) se llega a:

ON; 19p ON; 1 ¢
/ [8:6 G8x+ oy G@y]ds

5 7.133)
199 1 a¢ (7.
1 S(e)

Noétese que la primera integral de la segunda fila en (7.133) ha de calcularse en todas las
aristas del elemento, y por definicién de las funciones de forma, en la arista opuesta al
nodo i-ésimo la integral es nula porque la funcién de forma es cero en toda la arista, por
tanto sélo se calcula en el dominio ll(.e)
nodo 1.

que incluye todas las aristas excepto la opuesta al

Teniendo en cuenta (7.129) se puede expresar la funcién tensién en el elemento debido a
la influencia del nodo j como:

¢J (:Cay) = N]¢§e)7 .] = 1) s Mnes (7134.)

de forma que la funcién tensién es la suma de las influencias de todos los nodos ¢(¢) =
Znne ¢ e)
Reemplazando en (7.133) el potencial ¢ por ¢;, y éste a su vez por (7.134) se obtiene la

siguiente expresion:

© [1[ON;ON; ONiON;] . / N

qﬁ'/G[@x or "oy oy |90 ) Ni20ds:
S(e) S(e)

1=1,...,nn.,7=1,...,np,,

(7.135)

en la que los términos a la izquierda de la igualdad constituyen el elemento (7,j) de la
matriz de rigidez, mientras que el término de la derecha es el elemento i-ésimo del vector
de términos independientes.

El problema de la ecuacién (7.135) es que tanto q§§6) como 6 son desconocidos. Para solven-
tar este problema se considera una tnica variable desconocida que se define de la siguiente

manera:
(e)
5@ _ %
8y = == (7.136)
con lo que (7.135) se transforma en:
955»6)/ {aNiaN]’ | ON: ON; } dS—Q/NdS
Or Oz oy Oy (7.137)

S(e) S(e)
1=1,...,np.,7=1,...,np,,



360

7. Problemas de Campo

La ecuacién anterior se puede expresar como:
k6 = pl, (7.138)

Z(;) es el término (7, j) de la matriz de rigidez del elemento debido a la integracién
de la ecuacion de Poisson, mientras que pge)
de términos independientes del elemento debido al giro de torsién que se produce.

en la que k

es la influencia en el término i-ésimo del vector

La expresion completa de la matriz de rigidez en forma matricial queda de la siguiente
manera:

[k@)} {¢<e)} - {p(e>}, (7.139)

en la que cada una de las submatrices y vectores se obtienen de la siguiente manera:

ON; 0N
ox  Jy ONy  ONn,
k)= [Bromas= [ | o || P 0 fas. ()
ON, 0N,
S(e) S(e) 6Nnne 6Nnne 6— e a—e
Ox oy Y y

donde la matriz [B] contiene las derivadas de las funciones de forma. El término indepen-
diente asociado al giro queda como:

Ny
pO) = f2inTas=2 [ | : s (7.141)
5 s@ | Nnp,,

Paso 3: Obtencién del sistema discreto. Una vez obtenidas las matrices de rigidez de
cada uno de los elementos y los términos independientes, se procede con el procedimiento
de ensamblaje:

(K] = eAel[k(e)]; {P} = eAel[p(e)], (7.142)

donde [K]| es la matriz de rigidez global estacionaria del sistema, y {P} es el vector de
términos independientes. De esta forma es posible obtener el siguiente sistema de ecua-
ciones:

{P} = [K] {q;} (7.143)

Paso 4: Introduccién de las condiciones de contorno esenciales. En este caso,
teniendo en cuanta la analogia de la membrana hay que establecer las condiciones que
obligan a que el desplazamiento vertical del contorno sea nulo (z = 0), que en el caso de
la funcién de tensién implica que vale cero en todo su contorno ¢(z,y) = 0; V(z,y) € Q.
Esta condiciéon es una condiciéon esencial y necesaria para el correcto planteamiento y
funcionamiento del método. Estas se introducen en el sistema ensamblado (7.77) empleando
el procedimiento ya visto en las Seccién 4.2.7, que modifica la matriz de rigidez y el vector
de términos independientes de forma que se satisfagan las condiciones de contorno.

Paso 5: Resolucion del sistema lineal de ecuaciones. Una vez modificado el sistema
discreto se procede a su resolucion, con lo cual se obtienen las tensiones modificadas nodales
solucion:

{J)} = K] {P}. (7.144)
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= Paso 6: Calculo del giro soluciéon. Cuando se han obtenido las tensiones modificadas
solucién, y teniendo en cuenta (7.121) y (7.136) se puede calcular el giro 6 que se produce
en la seccién despejando su valor de la siguiente ecuacién:

el Mne

Mt_Q/gbdQ_QGHZ/ dS_2GGZZ¢]/NdS (7.145)

e=1 g e=1j=1 " &

donde (2 representa todo el dominio del problema, es decir, todo el area de la seccién
transversal. Notese que esta expresion no es mas que el doble del volumen encerrado por
la membrana.

Una vez calculado el giro 6 es posible calcular la rigidez a torsién (Jr) que partiendo de

su definicién y considerando (7.145) queda como:

el Mne

=2t =23"%"g, / N;dS. (7.146)

e=1 j=1 S(e)

= Paso 7: Calculo de las tensiones en el elemento. Por iltimo, una vez obtenidas las
tensiones modificadas solucién y el giro, es posible conocer la funcién tension, y calcular
las tensiones usando (7.103):

9¢ oM ONn, $1
= = : . 7.147
[ Tye } 99 CONi 0N, : (7.147)
ay 8y 8y ¢nne

7.3.4. Matriz de Rigidez del Elemento Triangular de 3 Nodos

En esta seccion se obtienen las expresiones para el cdlculo de la matriz de rigidez y el término
independiente del elemento triangular de tres nodos que permite la resolucién del problema de
torsiéon mediante el método de los elementos finitos. Notese que las funciones de forma son las
dadas en la ecuacién (5.20), por lo que la matriz [B] con las derivadas de las funciones de forma
queda como:

1 [by by b
B = 50 [Cl - cg}, (7.148)

donde A©)* es el drea del tetraedro (5.22), en la que los coeficientes constantes ¢;, b;; i = 1,2, 3,
vienen dados por las expresiones:

b1 = (y2 —¥3); by = (y3 —y1); b3 = (y1 — ¥2);
7.149
a=(x3—w2); c=(@1—x3); 3= (x2—7l), ( )

Teniendo en cuenta estas funciones de forma, (7.148), y (7.149), las ecuaciones (7.140)-(7.141)
se transforman en:

» Matriz de rigidez para la resolucién de la ecuacién de Poisson: la matriz de rigidez
para el elemento triangular de tres nodos es:

bi

1
by ¢y —)[bl b2 b3]A<e>. (7.150)

{k(e)} - 2; 2A(e)x cy C3

Ale)x
€3
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= El término independiente asociado al momento torsor: Nétese que esta integral
es andloga a (5.56) pero en esta ocasién se realiza teniendo en cuanta que la integral de
un plano sobre una superficie plana es igual al volumen encerrado por el plano en esa
superficie. Por tanto (7.141) queda como:

© 1 ar +bi1x + 1y g4 | 1
[pl } =2 [ i | et batay |dS="— 1|, (7.151)
S as + bsx + c3y 1

donde 24 es el doble del volumen generado por la deformacién de la membrana en el
elemento, que se reparte de forma proporcional entre los tres nodos del mismo.

» Caélculo del giro solucién: Si se emplea el tridngulo de tres nodos, la ecuacién (7.145)
que liga el momento torsor con el radio de giro queda de la siguiente manera:

pel 3 Ale)
M, =2G0Y > ¢; = (7.152)
e=1 j=1

con lo que se puede calcular el momento de inercia a torsion de la siguiente manera:

. 2el 3L Ale)
I =235, -

e=1 j=1

(7.153)

= Tensiones en el elemento: La expresién que permite el cdlculo de tensiones en el ele-
mento una vez conocida la funcién tensién es la siguiente:

) 1 bbb || ?
Trz 1 2 3
= — . 7.154
[ 750 2Ale)x [ —c1 —c2 —c3 zi ( )

Comentario 7.11 Ndtese que, andlogamente a lo que ocurria con el elemento tetraédrico, en
las ecuaciones particularizadas para el elemento triangular intervienen tanto A® como A©*.
A es el volumen del triangulo, que es siempre positivo, mientras que A©* es el cdleulo del
drea mediante la formula del determinante, y en funcion de la numeracion de los nodos puede
ser positivo, o negativo. |

Ejercicio 7.5 (Inercia a torsién de una barra prismatica). Considérese una barra
prismaética de seccién cuadrada de lado 2a, tal y como se muestra en la Figura 7.25. Se sabe que la
solucién analitica del momento de inercia a torsién para este problema es igual a Jr = 2,2496a*.
Utilizando distintas discretizaciones en elementos tringulares de tres nodos, obtener una curva
de convergencia del problema, mostrando en una grafica nimero de nudos de la discretizacién
versus el momento de inercia calculado numéricamente Jp. ;Con que nimero de nodos (y/o
nimero de elementos) se obtiene una solucién numérica razonable con respecto al valor exacto?
Se considera como error relativo razonable e = 0,1 %.

[ |
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Figura 7.25: Seccién cuadrada para el cdlculo de la inercia a torsién Jr.






Apéndice A
Ecuaciones Basicas de la Mecanica de
Solidos

A.1. Elasticidad Lineal

En esta seccién se exponen algunas de las expresiones méas importantes de la Teoria de la Elas-
ticidad Lineal, empleadas en el libro. Para mas detalles acerca de dichas expresiones se aconseja
consultar las siguientes referencias [Oliver and Agelet de Saraciber, 2000], [Mase, 1977], [Malvern, 1969],
[Chaves, 2007].

A.1.1. Tensor de Tensiones

Las componentes del tensor de tensiones simétrico de Cuachy (o;;) empleando notacién de
Voigt e ingenieril son:

011 Oz
0922 O'y
011 012 013 a3 o
z
oij = | 012 022 023 — {o} = oy [ = . , (A1)
., -
o13 093 033 Notacz.on . - Yy
de Voigt 23 yz
013 \ Tzz )
Notacion
Ingenieril

donde o, 0y, 0, son las tensiones normales y 7.y, Ty., T2z, son las tensiones tangenciales.
El sentido positivo se indica en el elemento infinitesimal mostrado en la Figura A.1.

A.1.2. Tensor de Deformacién

En el régimen de pequenas deformaciones, el tensor de deformacién viene representado por
el Tensor de Deformacién Infinitesimal €;;. Las componentes del tensor de deformacién en la
Notacion de Voigt e ingenieril son:

€11 Ex
£99 €y
€11 €12 €13 £33 c
z
Eij = £12 €922 €23 :>‘ ) {E} = 9 = . (AQ)
€13 €23 €33 Notacion 12 Ty
de Voigt 3623 Tyz
€13 \ Vzz )
Notacion
Ingenieril
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Figura A.1: Componentes del tensor de tensiones en un elemento infinitesimal.

A.1.3. Relacién Desplazamiento-Deformacion

Las componentes del tensor de deformacién infinitesimal, (g;), estdn relacionadas con las
componentes del campo de desplazamientos (u,v,w), para el régimen de pequenas deforma-
ciones), mediante las siguientes expresiones:

Ex B—g
— v
&y = dy
e, — Ow
s _5+ ou (A.3)
f)/acy - gx %y
— Ow 4 Ov
’sz - gy + gz
— u w
Yoy = 5z T o

La relacion anterior se puede expresar en forma matricial de la siguiente manera:

)

0o Z 0
€y dy u
£, B 0o 0 £

- 9 9 v

Yy dy Ox

0o 2 94
Yyz o 9z %y
Yz L 5; 0 i

{e} =

s

~
c

——

donde la matriz [L] es la matriz operador diferencial.
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G=u= E = K= A= V=
/G.E]| G E oy | S | B
fGr) | G Eeee K =% | g
F(G, ) G G2 [ a+ 2@ A o
Gy | G | 26a+y) | FEE] 25 v
f(B.r) | ZE E po | P | ek
J(E,v) 2(1€»y) E 3(1€2y) (1+ul)/£—2u) v
fle) | BN T REN ff» A s
f(r,v) 3';8;31)') 3k (1—2v) K i’i—f/ v

Tabla A.1: Relaciones entre las distintas propiedades mecénicas de los materiales.

A.14.

Ley de Hooke Generalizada

Las tensiones estan relacionadas con las deformaciones a través de la ley constitutiva conocida
como ley de Hooke generalizada:

Cnn Ci2 Ci3

Ciz O O3

Ci3 Coz Csg

Cuy Oy O

Cis Co5 Css
| Ci6 Co%  Csp
[C]{e},

Cua
Caq
Cs4
Cuy
Cius
Cae

C1s
Cas
Css
Ciys
Css
Cse

Cie
Ca
Cs6
Cye
Cs6
Cés

€z

€z

Vay
Vyz
Vaz

donde [C] es la matriz matriz constitutiva eldstica, que contiene la informacién de las propiedades
elasticas del material. Nétese que es una matriz simétrica.
Para un material is6tropo, la matriz [C] tinicamente depende de dos pardmetros y viene dada

por:

O OoOx®T O OO
oOxT OO oo

o O O O O

K

(A.4)

donde las constantes A, i son las constantes de Lamé. También se puede expresar la matriz con-
stitutiva eldstica en funcién de otros parametros mecénicos, tales como el médulo de Young (E),
el médulo de elasticidad transversal (G), el coeficiente de Poisson (v), o el médulo volumétrico
(k). Estos pardmetros estan relacionados entre si segiin la Tabla A.1.

Alternativamente la matriz constitutiva eldstica (A.4) se puede escribir de la siguiente man-

era:

E

[C] =

(I1+v)(1-2v)

[ (1—-v) v
v (1-v)
v v
0 0
0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
(1—22V) 0 0

0o =2 9

0 0 (1—2v)
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o alternativamente como:

[ (s + %G) (k—2G) (k- %G) 0 0 0]
(k— gG) (5 + %G) (k= zG) 0 0 0
k— %G k— 3G k+3G) 0 0 O
[C] — ( 03 ) ( 03 ) ( 03 ) a 0 0 (A.6)
0 0 0 0 G 0
L0 0 0 0 0 G|

A.1.5. Elasticidad Bidimensional

Las estructuras tridimensionales a veces presentan ciertas caracteristicas geométricas y aso-
ciadas a las cargas actuanetes que posibilitan tratarlas como problemas bidimensionales (2D)
o incluso unidimensionales (1D), simplificando enormemente los célculos y facilitando la inter-
pretacién de los resultados numéricos. En lo que respecta a la Elasticidad Bidimensional, los
problemas se pueden clasificar en:

= Estado de tensién plana;

» Estado de deformacioén plana.

A.1.5.1. Estado de Tension Plana

En este tipo de aproximacién los elementos estructurales presentan una de las dimensiones
(se considera la direccién z) mucho més pequena con respecto a las otras dos dimensiones, tal y
como se muestra en la Figura A.2. Como consecuencia las componentes del tensor de tensiones
segun la direccién z son nulas. Un posible ejemplo lo constituyen las vigas de gran canto como
la mostrada en la Figura A.3.

Para esta aproximacién el estado de deformacién viene dado por:

Ex 1 1 —v 0 o
ey | =5 | 1 0 oy | - (A.7)
Vay 0 0 2(1+v) Try

Noétese que pese a que no hay tensién segun la direccién z, si que hay deformacién (g,) y
viene dada por la expresién:

v
£y = —E(O'Z + 0y). (A.8)
La inversa de la expresién anterior nos proporciona la ley de Hooke para el caso de tensién

plana:

Og E 1 v 0 Ex
o | =172 |V 1 19 gy | - (A.9)
Tay 0 0 =~ Vay

Debido al principio de superposicion, se puede incluir el efecto térmico en la relacién consti-
tutiva de la siguiente manera:

Oy 1 v O Ex
E EaAT
oy | = v 1 0 gy | — a , (A.10)
1 -2 1—w 1—v
Tay 00 5 1 L 7ay 0

donde AT es la variacién de temperatura, y « es el coeficiente de dilatacién térmica.
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Figura A.2: Estado de tensién plana.
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Figura A.3: Viga de gran canto.

La deformacién producida por el efecto térmico viene dada por:

Ex 1 1 —v 0 o 1
e | =5 | ¥ 1 0 oy | +aAT | 1 |. (A.11)
Yey 0 0 2(1+v) Ty 0

A.1.5.2. Estado de Deformacién Plana

Considérese un elemento estructural prismético en el que una de las dimensiones, en el
sentido del eje prismatico, es mucho mas grande que las otras dimensiones, y que presenta cargas
aplicadas normales al eje prismatico. En estas condiciones las deformaciones €, V., ¥y, son
nulas. Ejemplos de este tipo de estructuras son los muros de contencién, cilindros bajo presién
(véase la Figura A.4), presas (véase la Figura A.5), tineles como el mostrado en la Figura A.6
o zapatas corridas.

La ley de Hooke para el estado de deformacién plana queda como:

O E 1—v v 0 Eg

oy | = v 1—-v 0 gy | - (A.12)
1 1-2 _

oy (1+v)( V) 0 0 12 Yoy

Pese a que no hay deformacién segin la direccién z, si existe tensién o, y viene dada por la
expresion:
Ev
1+v)(1-2v)

[

(€2 + &y). (A.13)
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p - presion

Seccion

Seccion de la presa

Figura A.5: Presa.

La inversa de la expresién A.12 viene dada por:

o 1—-v —v 0 Oy
1
£y :%; v 1-v 0| o |. (A.14)
| Vay | 0 0 2 Try
Si en el sélido se consideran efecto térmicos la ley de Hooke queda como:
iy £ b 1V 8 iy EaAT i (A.15)
oy | = v —v €y | ———=— . .
1 1-2 oy 1-2
[ Tay L+u)( V) 0 0 = Ty Y Lo

La ley constitutiva para los estados de tension y de deformacion plana se pueden representar
en una Unica expresion de la siguiente manera:

Oy E 1 v Ex
o =—— | v 1 €
Txy B} Yxy

donde los valores de E, 7 toman los siguientes valores en funcién del problema:

= Estado de tensién plana:

N
Il
N

E=E ; (A.16)
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Figura A.6: Ttnel.

Figura A.7: Sdélido en equilibrio.

» Estado de deformacién plana:

: . Al
1—12 ’ 1—v (A.17)

A.2. Problema de Valor de Contorno de un Sélido en Equilibrio

Considérese un cuerpo B de volumen V' y con densidad pg. Sea S la superficie que delimita
el volumen V y 1 el vector normal a la superficie S. Se considera que el cuerpo esta en equilibrio
bajo la acciones externas: fuerzas masicas b(x) y fuerzas de superficie t*(x). Mientras que el
contorno tiene una parte Sy en la que los desplazamientos son conocidos y una parte S, donde
el vector tension, t*(x), es conocido, tal que Sy U S, =Sy Sy NS, = @ (véase la Figura A.7).

Bajo estas condiciones el Problema de Valor de Contorno viene gobernado por las siguientes
ecuaciones:
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1. Ecuaciones de Equilibrio:

V.o(x)+pob(x) = 0 (A.18)
0oij o
oz, + pob; = 0;.

2. Ecuaciones Constitutivas del material elastico, lineal e is6tropo:

o(x) = M'r(e)l+2ue(x) (A.19)
o = Askkéij + 2H5ij'
3. Ecuaciones Geométricas:
e(x) = V¥Mu(x) (A.20)

e — 1 6uz~+8uj
v 2 61‘j 890@ '

Y ademads necesita de las condiciones de Contorno para su correcta definicion:

1. Condiciones de contorno en desplazamientos:

ux) = up(x) (A.21)
Uiy = Ug,;-

2. Condiciones de contorno en tensiones:

o-n = t¥(x) (A.22)

3
O'Z'jnj = ti .

A.3. Aplicacion de la Elasticidad Lineal a Elementos Unidimen-
sionales

Los elementos estructurales que presentan una de las dimensiones mucho méas grande que
las otras dos dimensiones presentan ciertas caracteristicas que pueden simplificar enormemente
el problema. Es el caso de las barras o vigas.

En esos casos, considerando que las dimensiones transversales son mds pequenas que la
longitudinal y ademds, considerando el régimen de pequenas deformaciones, la seccién de la
barra permanece plana cuando se deforma y como resultado, la variacién de la deformacion en
la seccion es lineal, al igual que la tensién, tal y como se muestran el la Figura A.8.

Si se hace un corte en una seccién segin la orientacion del plano II, el estado tensional de
un punto situado en esta seccién es el indicado en la Figura A.9

La integracion de las tensiones sobre el area transversal nos proporciona los esfuerzos: normal
N, el momento flector M, el esfuerzo cortante @), y el momento torsor Mp. A continuacién se
describe como obtener estos esfuerzos.

A.3.1. Esfuerzo Normal y Momento Flector

Como la seccién permanece plana tras la deformacion, la distribucion de tensién en la sec-
cién varia segin la ecuacién de un plano, tal y como se muestra en la Figura A.10. Se puede
descomponer la tensién normal como se indica en la Figura A.10.
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z deformacion tension
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Figura A.8: Viga.

z

=~

K A - area de la seccion

Figura A.9: Tensiones en la seccién de una viga.
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c.(x,»)

M, = jycs(})dA
A
U

M,

[o®da=0 [o@da=0
1 A

Figura A.10: Esfuerzo normal N y momentos flectores M, y M,.
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Gy

eje neutro

Figura A.11: Distribucién de la tensién normal en la seccién de una viga.
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Figura A.12: Tensiones tangenciales y esfuerzo cortante.

Con la tensién normal se pueden obtener el esfuerzo normal (N) y los momentos flectores

M,y M,.
Considerando la Figura A.11, el momento flector M, se puede expresar como:
M, = /UzydA / 759 dA = US/deA: 3, (A.23)
c

A

donde I, es el momento de inercia respecto al eje x. Teniendo en cuenta que %% = "j se ontiene

que:

7.0) = T2 (A.24)

Andlogamente, se puede obtener que:
o.(r) = —=x. (A.25)

Debido a las tensiones tangenciales se producen los esfuerzos cortantes (@, @y), tal y como
se muestrab en la Figura A.12, y el momento torsor (M) (véase la Figura A.13).

El alabeo de la seccion es un fendmeno que surge debido al aumento de las tensiones tan-
genciales en un punto y disminucién en otro, tal y como se muestran en la Figura A.14(a). En
secciones circulares no hay alabeo, ya que la distribucién de la tension tangencial en la seccién
varfa como se muestra en la Figura A.14(b).
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Figura A.13: Tensiones tangenciales y momento torsor.

(X, »)

max

~ o r

Vap

a) Seccion rectangular b) Seccion circular

Figura A.14: Distribucién de tensiones tangenciales.
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A.3.2. Energia de Deformacion

)

La energia de deformacién asociada a la tensién normal o, (véase la Figura A.10) puede
ser expresada en funcion del esfuerzo normal de la siguiente manera:

v
e gy — 1A=
/ e.dV = e /dAd da. (A.26)
O

Andlogamente, se puede obtener la energia de deformacion asociada a la tensién normal a§ )

como:
@ 2
g, dV = = —y—ydAdr = = EL (A.27)
0
Por 1ltimo, si se considera 023), se obtiene:
M2
U= = Iy da. (A.28)

0

Siguiendo el mismo procedimiento se puede calcular la energia de deformacién total de una
barra en funcién de sus esfuerzos, que viene dada por la siguiente expresién:

L
N2 MQ M2 Q Q2
= — x A-2
v /(EA+EI GA T°gA EJT dz, (A.29)

0

donde ¢ es el factor de la seccién, y Jr es el momento de inercia a torsion.






Apéndice B
Almacenamiento en Banda

En general la matriz de rigidez de un sistema [K] tiene muchos elementos iguales a cero. El
numero de ceros en una matriz de rigidez no depende de la numeracién de los nudos, pero un
cambio de numeracion de los mismos permite cambiar la posicion de los coeficientes.

En la actualidad hay técnicas que optimizan la resoluciéon de un sistema de ecuaciones uti-
lizando sélo los coeficientes distintos de cero. Una de las técnicas consiste en agrupar todos los
elementos de la matriz de rigidez en una banda en torno a la diagonal principal, y almacenar
Unicamente los elementos de esa banda, tal y como se muestran en la Figura B.1.

La zona en la que se almacenan los coeficientes distintos de ceros se denomina banda. La
longitud de la banda se conoce con el nombre de ancho de banda y depende de la diferencia
maxima entre la numeracién de los nodos en cada elemento. El semi ancho de banda viene dado
por la expresién:

b=Gr(Ng+1), (B.1)

donde Gp, es el nimero de grados de libertad por nodo, y Ny es la diferencia maxima de la
numeracién de los nodos en el elemento. El ancho de banda es, por tanto, igual a 2b.

Como ejemplo, supéngase una estructura con dos grados de libertad por nodo. El ancho de
banda cambia de acuerdo con la numeracion de los nodos de la estructura. Considérense las
distintas numeraciones mostradas en la Figura B.2. Calculando la longitud del ancho de banda
para las dos estructuras se obtienen los valores 24 y 6.

Nétese que si se almacena tinicamente la banda que contiene los elementos distintos de cero
es preciso reservar espacio en memoria para almacenar una matriz de dimensiones 28 x 24,
mientras que con la numeracion alternativa sélo seria necesario reservar espacio para una matriz
de dimensiones 28 x 6, con el consiguiente ahorro de memoria.

Comentario B.1 Ndtese que en matlab esta metodologia no es especialmente importante, ya
que existen métodos de almacenamiento y resolucion de matrices dispersas, que unicamente
almacenan los elementos que son distintos de cero. Pero puede ser determinante si se emplean
lenguajes de computacion alternativos [ |
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(B.2)
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Figura B.2: Ejemplo de una estructura con distinta numeraciéon de los nodos.
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