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NÚMEROS COMPLEJOS 

 
1.  La unidad  

imaginaria  
 
 Es  e l  número  deno tado  po r  j ,  ta l  que :  
 

j 2 =–1  …. (1 .1 )  
 

Nota .  En  l os  cu rsos  de  ma temát i ca  se  usa  e l  s ímbo lo  i  para  
deno ta r  la  un idad  imag inar ia ;  pe ro ,  en  los  cu rsos  ap l i cados  a  
e lec t rón ica  se  usa  e l  s ímbo lo   j   y  se  rese rva   i   pa ra  la  i n tens idad  
de  co r r ien te .  
 

2.  Número  
Complejo .  

 
Es  una  comb inac ión  de  la  un idad  imag inar ia  con  dos  números  

rea les :  x  e  y .  Se  deno ta ,  genera lmen te ,  po r   z   y  es  de  l a  fo rma :  
 

z  =  x  +  y j… (2 .1 )  
 

 
E j .   
 
1 )  z  =  3  +  2 j  
2 )  z  =  –3  +  4 j  
3 )  z  =  5 j  
 

3.  Partes  de  
un  número   
comple jo  

 
En   (2 .1 )  l a  par te  rea l  de  z  es  x ,  l a  par te  imag inar ia  es  y .  En  

s ímbo los :  
 

Re {z }=  x ,    Im{z }=  y… (3 .1 )  
 

 
E j .  En  z  =  3  –  2 j  se  t i ene :  Re {z }=  3  e  Im{z }=  –2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Son algunos 
ejemplos de 

números 
complejos 

L a  p a r t e  
r e a l  e s  3  

 

L a  p a r t e  
i m a g i n a r i a  
e s  – 2  
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Nota .  S i  y  =  0 ,  en tonces  z  se  i den t i f i ca  con  e l  número  rea l  x :   

 
z  =  x  +  0 j  =  x .  

 
V i ceversa ,  todo  número  rea l  x  se  puede  esc r ib i r  como  e l  comp le jo   

x  +  0 j ,  es to  es   x  =  x  +  0 j .  
 

S i  x  =  0  en tonces  e l  comp le jo  z  =  0  +  y j  se  denomina  imag ina r io  
pu ro ,  y  se  esc r ibe   z  =   y j  

 
 

4.  Conjugado  
 

E l  con jugado  de  (2 .1 )  se  deno ta  po r  z  y  se  de f i ne  po r :  
 

z  =  x  –  y j… (4 .1 )  
 

 
 
 
 
Ej .   
 
1 .  S i  z  =  4  +  5 j ,  en tonces  z  =  4  –  5 j  
2 .  S i  z  =  3  –  2 j ,  en tonces  z  =  3  +  2 j  
3 .  S i  z  =  –  4 j ,  en tonces  z  =  4 j  

                        
5 .  Operaciones  

 
5 .1  Suma .  Sean   z 1  =  x 1  +  y 1 j   y   z 2  =  x 2  +  y 2 j  
 

z 1 +  z 2  =  ( x 1  +  x 2 )+  ( y 1 +  y 2 ) j  
 
E j s .  

1 )  z 1  =  4  +  5 j ;  z 2  =3  –  2 j ,  en tonces :  
 
       z 1 +z 2  =  (4+3)+ (5–2) j=7  +  3 j  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 )  3  +  2 j  –  5  +  j  +1  –5 j  =  –1  –2 j   
 
La  res ta  es  s im i l a r ,  pe ro  se  t iene  en  cuen ta  l a  reg la  de  l os  s ignos  

para  las  operac iones  respec t i vas .  
 
E j s .  

3 )  ( 4  +  5 j )– (3  –  2 j )=   4+5 j–3+2 j=1  +  7 j   
4 )  ( 3  +  2 j )  –  (5  –  j )  =  3  +  2 j  –  5  +  j  =  –2  +  3 j  

S e  s u m a n  
l a s  p a r t e s  

r e a l e s  
e n t r e  s í  

 

S e  s u m a n  
l a s  p a r t e s  

i m a g i n a r i a s  
e n t r e  s í  

 

Se cambia de 
signo solo a 

la parte 
imaginaria 
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5 .2  Producto  por  un  número  rea l .  S i  z  =  x  +  y j  y  r  es  un  número  

rea l ,  en tonces :  
 

rz  =  rx  +  ry j  
 
E j .  3 (3  –  2 j )=9–6 j  
 
Ambas  ope rac iones  se  pueden  comb inar :  
 
E j .  
 

3 (3  –  2 j )+  2 (4  +  5 j )–2 j=  17+2 j  
 

En  la  pa r te  rea l :   3x3+  2x4=17  
 
En  la  pa r te  imag :  3 ( -2 )+2x5–2=2   

 
5 .3  Producto  de  comple jos .  z 1  =  x 1  +  y 1 j   y   z 2  =  x 2  +  y 2 j  
 
z 1 z 2  =  ( x 1  +  y 1 j ) ( x 2  +  y 2 j )= (  x 1 x 2 –  y 1 y 2 )+ (  x 1 y 2 +  x 2 y 1 ) j  
 
E j s .  
  

1 .  ( 3  –  2 j ) ( 4  +  5 j )=22+7 j  
 

En la  pa r te  rea l :   3x4–( -2 )x5=22  
 
En  la  pa r te  imag :  ( -2 ) x4+3x5=7   
 

E l  p roduc to  se  puede  e fec tua r  ap l i cando  l a  ley  d is t r ibu t i va ,  como  
se  ve  en  e l  s i gu ien te  e jemp lo .  

 
2 .  ( 3  –  2 j ) ( 5  +3 j )  =  15  +9 j  –10 j  –6 j 2  =  15  –  j  –6 (–1)  =  21–  j   

 
 
 
 
 
 

 
Las  i den t idades  como,  po r  e jemp lo ,  l a  d i fe renc ia  de  cuadrados  o  

e l  b inomio  de  Newton ,  tamb ién  va len  pa ra  comp le jos .  
 
E j .   
 
1 .  ( 3  –  2 j ) 2 =3 2 –2(3 ) (2 j )+ (2 j ) 2  

               =9–12 j+4 j 2  

               =9–12 j+4( -1 )  
            =5–12 j  

 
2 .  ( 4  +  5 j ) 2 =  4 2 –2(4 ) (5 j )+ (5 j ) 2  = -9+40 j   

 
Para  un  comp le jo  z  =  x  +  y j ,  se  t i ene  una  p rop iedad  no tab le :  

 
z z   =  x 2  +  y 2 … (5 .1 )  

 

N o  o l v i d e s  
j 2 =–1  
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 E j .   
 

1 .  ( 3  +  2 j )  (3  –  2 j )=  3 2 +2 2 =13  
 

2 .  ( 5  +  j )  ( 5  –  j )=  5 2 +1 2 =26  
 

 
Potenc ias  de  j :  

 
j 0  =  1 ,   j 1 =  j ,   j 2 =  –1 ,   j 3 =  – j  

 
         j 4  =  1 ,   j 5 =  j ,   j 6 =  –1 ,   j 7 =  – j…  e tc .  

 
 

En  genera l :       j ( 4 n  +  r )   =    j r … (5 .2 )    
 

E j .   
 

j 2 6  =  j 4 x 6  +  2  =  j 2  =  –1  
 

S i  n  es  un  en te ro  pos i t i vo  se  t i ene :  
 

j – n   =  
nj
1 … (5 .3 )    

 
5 .4  Div is ión  de  comple jos  

 
La  d i v i s ión  se  rea l i za  con  e l  apoyo  de  l a  i den t i dad  (5 .1 ) .  
 

E j . j
13
7

13
4

13
7j4

1)9(4
1)6(7j2

9j4
6j4j3j2

3j2
3j2

3j-2
2j1

3j-2
2j1

2

2

+−=
+−

=
−−
−++

=
−

+++
=

+
+

×
+

=
+  

 
Nó tese  que  se  mu l t ip l i can ,  s imu l táneamen te ,   e l  numerador  y  e l  

denominado r  po r  la  con jugada  de l  denominador ,  l uego  se  rea l i zan  
l as  operac iones  co r respond ien tes .  

 
5 .5  Potenc iac ión  
 
Las  po tenc ias  se  ca lcu lan  usando  e l  b inomio  de  Newton .  
 
E j s .  
 
5 .  ( 2  +  4 j ) 2  =  2 2  +2 (2 ) (4 j )  +16 j 2  =  4  +  8 j  +  16 (–1)  =  –12  +8 j  
 
6 .  ( 1– j ) 3 =1 3 -3 (1 2 ) j+3 (1 ) j 2 – j 3 =1–3 j–3+ j= -2–2 j  
 

6 .  Algunas  
apl icac iones  
a  la  e lec tr ic idad .  
 

 
Para  un  c i r cu i to   RLC:  
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La  impedanc ia  Z  t i ene  un  va lo r  de  
 

Z = R – (XL – XC)j 
 
 
se  pueden  dar  los  s igu ien tes  casos :  
  XL > XC:  c i r cu i to  induc t i vo .  
  XL < XC:  c i r cu i to  capac i t i vo .   
  XL = XC:  c i r cu i to  res is t i vo .  

 
E j .  Ca lcu la r  l a  impedanc ia  equ iva len te  en  l os  s igu ien tes  c i r cu i tos  ( l as  

res is tenc ias  se  m iden  en  ohms) :  
 

 
a )                                 

 
 
 
 
 
 
So l .   
 
Pues to  que  l as  impedanc ias  es tán  en  se r ie ,  l a  impedanc ia  
equ iva len te  es  l a  suma de  l as  impedanc ias  dadas :  
 

Z e q  =  (2  +  3 j )  +  (2  +  j )  =  4  +  4 j  
 
 

b )   
 
 
 
 
 
 
 
So l .  
 
Pues to  que  las  impedanc ias  es tán  en  para le lo ,  l a  impedanc ia  
equ iva len te  es :  
 

Zeq = 
(1–2j)(1+2j)
1–2j+ 1+2j

 = 
1+4

2
 = 2,5 

B° 

A° 
2+3j 

2+j 

1+2j 1 - 2j 

A° 

B° 
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| z | =    x2 + y2 

 
 

7 .  Conjugada  
de  las   
operac iones  

 
 
7 .1  (z 1  ±  z 2 )  =  z 1  ±  z 2                              7 .2   (z 1  z 2 )  =  z 1  z 2  
 
 

7 .3
2

1

2

1
z
z

z
z

=









                             7 .4   nn )z(z =  

 
 
 

8 .  Representación  
en  e l  p lano  
comlejo .  

 
 
Los  números  comp le jos  se  pueden  g ra f i ca r  en  e l  l l amado  p lano  
comp le jo ,  t a l  como  se  mues t ra :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La  f l echa  rep resen ta ,  g rá f i camen te ,  a l  comp le jo  z .  
 

9 .  Módulo  
 

La  l ong i tud  de  la  f l echa  de l  g rá f i co  an te r i o r  se  puede  ca lcu la r  po r  
e l  teo rema de  P i tágoras ,  es ta  long i tud  se  denomina  módu lo  de  z  y  
se  rep resen ta  po r  |  z  | .   
 
 
 
  
 
 
 
 
 

                                   
  …(9 .1 )  
 
 

E j .  | 3+4 j |  =  52542 ==+23  

θ 

z = x + yj  

x 

y 

Eje real 

Eje imaginario 

θ 

x 

y  
| z | 
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Nota .  Por  l a  iden t i dad  (5 .1 )  podemos  esc r ib i r :  
 

 
zz |z| =  …(10 .2 )  

 
-  Tamb ién  se  cump le :  |z|  |z| =  …(10 .3 )  
 
 
 

10 .  Argumento  
 
E l  ángu lo  θ  se  denomina  argumen to  y  se  ca lcu la  med ian te :  
 







=

x
yθ arctan ,   x≠  0… (11 .4 )  

 
Nota .  En  la  ca lcu lado ra  es ta  func ión  só lo  da  ángu los  en  e l  p r imer  

y  cuar to  cuadran te .  Para  e l  segundo  y  te rce ro  hay  que  sumar  π ( o  
180º ,  según  e l  s i s tema  que  se  emp lee )  a l  ángu lo  dado  por  la  
ca lcu ladora .  
 
Para  x  =  0 ,   θ   es  π/2  s i   y  >  0   o   –π/2 ,  s i   y  <  0  
 
E j .  De te rmina r  e l  a rgumen to  de  l os  s igu ien tes  comp le jos :  
 

a )  z=  3  +2 j           b )  z=  –3  +  5 j  
 
So l .   
 

a )  Es te  comp le jo  es tá  en  e l  p r imer  cuadran te ,  l uego  su  a rgumento  se  
ca lcu la  d i rec tamen te :   
 
 
                                             ( ) 33,69º3

2arctanθ ==  

 
 
 
 

b )  Es te  comp le jo  es tá  en  e l  segundo  cuadran te ,  l uego ,  pa ra  ca lcu la r  
su  a rgumen to  se  p rocede  de  acuerdo  a  la  no ta  co r respond ien te  a  
11 .4  

c )   
 
 
                                                      ( ) 120,96º180º-3

5arctanθ =+=  

                                       
 
 
 
Emp leando  la  ca lcu ladora  se  puede  ca lcu la r  d i r ec tamen te  e l  módu lo  
y  e l  a rgumen to  de l  comp le jo :  
 
       E j .  Ca lcu la r  módu lo  y  a rgumen to  de  z=  1+3 j               

z = –3 + 5j  

–3 

5 

θ 

z = 3 + 2j  

3 
θ 

2 
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Sol. 
 
 P rogramamos  la  ca lcu ladora  en  modo  “po l ” :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      Tenemos ,  s imu l táneamen te :  
 
el módulo r =3, 1623 
 
y el argumento θ =1,2490 rad<> 71,565º 
 

11 .  Formas:  
Trigonométr ica  
Fasorial  
Exponencial .  
 

¿Cómo se  expresa  un  comp le jo  en  su  fo rma  t r igonomét r i ca  o  po la r?  
 
En  e l  t r i ángu lo  (9 .1 )  podemos  es tab lecer  las  s igu ien tes  re lac iones  
t r igonomét r i cas :  
 

x  =  |z |cosθ…(a) ,    
y  =  |z |senθ…(b)  

 
Reemp lazando  (a )  y  (b )  en  (2 .1 ) ,  y  fac to r i zando  |  z  |  se  t i ene :  
 

z  =  |z | ( cosθ   +  j  senθ  )… (11 .1 )  
 
Es ta  fo rma se  denomina  f o rma  t r igonomét r i ca  de  z .  
 
E j .  Expresa r  l os  s igu ien tes  comp le jos  en  su  fo rma  t r igonomét r i ca  
 

a )  z=  3  +2 j           b )  z=  –3  +  5 j  
 
So l .   
 

a )  | z |  =  √32 + 22 = √13  ;   θ  =  33 ,69 º  
 
z  =√13( cos33 .69º  +  sen33 ,69 º  j )  
  
 

b )  | z |  =  �(−3)2 + 52 = √34  ;   θ  =  120 ,96º  
 
z  =√34( cos120 ,96 º  +  sen120 ,96 º  j )  
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Nota .  Pues to  que  θ  +  2  kπ  es  co te rm ina l  con  θ  para  todo  k  en te ro   
(k  =  ±1 ,  ±2 ,  ±3 ,…) .  Convendremos  en  l l amar le  argumen to  de  z  a l  
ángu lo  θ  + 2  kπ ,  pa ra  un  k  f i j o :  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

a rg  (z )  =  θ  +  2  kπ ,     k  f i j o .  
 

E l  va lo r  de l  a rgumen to  que  per tenece  a l  i n te r va lo  [–π ,  π  〉  se  
denomina  argumen to  p r i nc ipa l ,  se  deno ta  po r  Arg (z )  y  se  cump le :  
 

a rg  (z )  =  Arg  (z )  +  2  kπ        … (11 .2 )  
 
-  La  expres ión   cosθ  +  senθ j   se  puede  esc r ib i r ,  ab rev iadamen te ,  
como  c isθ ,  l uego  (11 .1 )  se  puede  esc r ib i r ,  t amb ién ,  como :   
 

z  =  |  z  |c isθ… (11 .3 )  
 
-  O t ra  fo rma  abrev iada  de  esc r ib i r  ( 11 .1 )  es  la  fo rma  fasor ia l :  
 

z  =  |  z  |  ∠  θ     … (11 .4 )  
E j .   
 
a )  z=  3  +2 j   =   √13 ∠ 33 .69 º       

 
b )  z=  –3  +  5 j   =   √34 ∠  120 ,96º  

 
La  iden t idad  de  Eu le r  
 
 Eu le r  demos t ró  la  s igu ien te  iden t i dad ,  pa ra  θ  en  rad ianes :  
 

eθ j  =  cosθ  +  senθ  j  …(11 .5 )  
 
De jamos  en  c la ro  que  es ta  no  es  una  esc r i tu ra  ab rev iada ,  como  las  
an te r io res ,  s ino  una  i den t i dad  (eθ j ,  tamb ién  se  denomina  faso r ) .  
 
Es ta  iden t idad  perm i te  reesc r ib i r  ( 11 .1 )  como :  
 

z  =  |z |  eθ j… (11 .6 )  
 
Es ta  ú l t ima  se  denomina  la  fo rma  exponenc ia l  de  z .  
 
E j .  
  
a )  z=  3  +2 j   =   √13 e0,59                       (33 .69º  <  >  0 ,59  rad )  

 
b )  z=  –3  +  5 j   =   √34e2,11                   (120 ,96 º  <  >  2 ,11 rad)  

θ + 2 kπ 

http://www.senati.edu.pe/Inicio.htm
http://www.senati.edu.pe/Inicio.htm
http://www.senati.edu.pe/Inicio.htm


                                                 Profesional en Técnicas de Ingeniería  
   
ESCUELA SUPERIOR DE TECNOLOGÍA                                  JOSÉ ÁVALO CHÁVEZ                            
 

 
De  acue rdo  con  (12 .1 )  es  fác i l  demos t ra r  que  e θ j  t i ene  p rop iedades  
s im i la res  a  las  po tenc ias  de  números  rea les .  
 

11 .7  jθe 1 jθe 2 =  jθjθe 21 + =  jθθe )21( +      11 .8  jθ

jθ

e
e

2

1

 =  jθjθe 21 − =  jθθe )21( −  

11 .9  ( ) jθnnjθ ee =                                 11 .10  jθ
jθ

e
e 1

=−   

 
11 .11  Una  p rop iedad  fundamenta l  de  eθ j  es  su  ca rác te r  pe r iód ico ,  
con  un  per iodo  i gua l  a   2πj :  
 

e ( θ + 2 π  ) j  =  e θ j  … (11 .12)  
 
En  genera l ,  pa ra  k  en te ro ,  se  t i ene :  
 

e ( θ + 2 k π  ) j  =  e θ j  … (11 .13)  
 
11 .14   E l  módu lo  de  e θ j   es  igua l  a  1  pa ra  cua lqu ie r  θ :   |e θ j |  =  1  
 

Nota .  La  p rop iedad  11 .9  fac i l i ta  e l  cá lcu lo  de  po tenc ias  de  un  
comp le jo .  
 
E j .  S i   z  =  𝑒6𝑗  en tonces   z 3  =   (𝑒2𝑗)3 = 𝑒6𝑗 
 
Argumen to  y  módu lo  de l  p roduc to  y  d iv i s ión  de  comp le jos .  
 
S i   z  =  |z |e θ j ,   w  =  |w |e φ j ,  mu l t i p l i cando  y  d i v id iendo  es tos  comp le jos  
se  t iene :  
 

zw  =  |z |e θ j   |w |e φ j  =  |z  | |w |  e ( θ  +  φ  ) j ….. ( * )  
 

jθ
j

θj
e

|w|
|z|

e|w|
e|z|

w
z )( ϕ

ϕ
−== ….. ( * * )  

De   ( * ) :   
 
11 .15   a rg (zw )  =  θ   +  ϕ  =  a rg (z )  +  a rg (w )  
 

E l  a rgumen to  de  un  p roduc to  se  ob t iene  sumando  los  a rgumen tos  
de  l os  fac to res .  
 
11 .16  |zw |  =  |z | |w | |e ( θ  +  φ  ) j |  =  |z | |w |  
 

E l  módu lo  de  un  p roduc to  se  ob t i ene  mu l t i p l i cando  los  módu los  
de  l os  fac to res  
 
De   ( * * ) :   
 
a .  a rg (z /w )  =  a rg (z )  –  a rg (w ) .  
 

E l  a rgumen to  de  un  coc ien te  se  ob t iene  res tando  los  a rgumen tos  
de  l os  té rm inos  de  la  d i v i s ión .  
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11 .17    
|w|
|z|e

|w|
|z|

w
z jθ == − )( ϕ  

 
E l  módu lo  de  un  coc ien te  se  ob t i ene  d iv id iendo  los  módu los  de  

l os  té rm inos  de  la  d iv i s i ón  
 
E j .  Sean    z  =  3e ( π / 2 ) j ,   w  =  2e π j   en tonces :  
 

zw  =  (3e ( π / 2 ) j ) (2e π j  )  =  6e ( π / 2  + π ) j  =  6e ( 3 π / 2  ) j  
 

z
w

= 
3e

π
2j

2eπj =1,5e�
π
2  - π�j = 1,5e�−

π
2�j 

 
Nota .  En  es tos  e jemp los  se  no ta  que  la  fo rma  exponenc ia l  fac i l i ta  

e l  cá lcu lo  de  p roduc tos  y  coc ien tes  y  po tenc ias ;  pe ro  no  as í  pa ra  
sumas  y  res tas .  
 

12 .  La ident idad  
de 
Moivre  

 
S i  exp resamos  11 .9  en  fo rma  po la r  se  t i ene :  
 

( cosθ+senθ j ) n =  cos (nθ )+sen(nθ ) j  
 
que  se  denomina  i den t i dad  de  Moiv re .  
 
 

13 .   Raíz  
n-és ima  

 
E l  cá lcu lo  de  l a  ra íz  n  –  és ima  de  un  comp le jo  se  fac i l i ta  s i  

emp leamos  la  fo rma  exponenc ia l  acompañada  de  la  p rop iedad  
11 .13 .   
 
Sea   z  =  |z |e θ j ,  se  t i ene :  
 

√zn =�|z|eθjn =�|z|e(θ+2kπ)jn =�|z|n e
(θ+2kπ)

n j    
 

k=  0 ;  1 ;  2 ;…;  n–1    (13 .1 )  
 

Nota .  Para  cada  va lo r  de  k  se  ob t i enen  ra íces  d i fe ren tes ,  es to  
es ,  una  ra íz   n–  és ima   comp le ja  t i ene   n   r a íces  d i fe ren tes .  
 
E j .  Ca lcu la r  l as  t res  ra íces  cúb icas  de  la  un idad .  
 
So l .    
 
Sea   z  =  1 ,  exp resamos  e l  comp le jo  en  fo rma  exponenc ia l :  z  =  𝑒0𝑗 
  
Luego ,   
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√z3 =e
(0+2kπ)

3 j    k  =  0 ;  1 ;  2 .  
  

Para  k=  0 :    z 1  =  e
(0+2(0)π)

3 j= e0j = 1 = 1+0j 

Para  k=  1 :    z 2  =  e
(0+2(1)π)

3 j=e
2π
3 j= cos �2π

3
�+ sen �2π

3
�  j= – 1

2
+ √3

2
 

Para  k=  2 :    z 3  =  e
(0+2(2)π)

3 j=e
4π
3 j= cos �4π

3
�+ sen �4π

3
�  j= – 1

2
–  √3

2
 

 
 S i  cada  comp le jo  z 1 ,  z 2   y  z 3  l o  e levamos  a l  cubo  se  ob t iene  l a  

un idad ,  es to  es :  (1+0j)3= �– 1
2

+ √3
2
�

3
= �– 1

2
–  √3

2
�

3
= 1. 

 
14 .  Funciones  

de  var iable  
comple ja .  

 
Es  una  func ión  con  domin io  y  rango  en  los  comp le jos .  
 
E j .   f ( z )  =  z 2  es  una  func ión  de  va r iab le  comp le ja .  
 
La  va r iab le   z   r ep resen ta  un  número  comp le jo .  As í ,  s i   z  =  2  +  j ,  
pa ra  nues t ro  e jemp lo  se  t iene :  
 

f (2  +  j )  = (2  +  j ) 2  =  4  +  4 j  +  j 2  =  3  +  4 j .  
 
A  cada  va lo r  de   z   l e  co r responde  un  ún ico  va lo r  pa ra   f ,  es tas  
func iones  se  denominan  un i va luadas  o  s imp lemen te  va luadas 
 
A  d i fe renc ia  de  l as  func iones  de  va r iab le  rea l  -que  as igna  un  so lo  
va lo r  a  la  va r i ab le  depend ien te  po r  cada  va lo r  de  la  independ ien te-  
l as  de  va r iab le  comp le ja  pueden  as igna r  más  de  un  va lo r  a  la  
va r i ab le  depend ien te  pa ra  un  va lo r  de  la  i ndepend ien te .  
 
E j .  

 
 La  func ión  f ( z )  =  √z3  l e  as igna  t res  ra íces  a  cada  va lo r  de  z .  As í ,  en  

e l  e jemp lo  desar ro l lado  en  17  v imos  que  a  z=  1  le  co r responden  
t res  ra íces :  1 ;  – 1

2
+ √3

2
 y – 1

2
–  √3

2
. 

 
Las  func iones  como las  de  es te  e jemp lo  se  denominan  
mul t i va luadas .  
 
14 .1  ¿Qué es  una  func ión  po l inómica?  
 
Es  una  func ión  de  la  fo rma 
 

f  (z )  =  a 0 zn  +  a 1 zn  –1  +…+ a n - 1 z  +  a n  
 
-  S i  n  =  0 ,   f  (z )  se  denomina  cons tan te .  
-  S i  n  =  1 ,   f  (z )  se  denomina  l i nea l .  
-  S i  n  =  2 ,   f  (z )  se  denomina  cuadrá t i ca .  
-  S i  n  =  3 ,   f  (z )  se  denomina  cúb ica .  
 
-  S i   P (z )  =  (z  –  z 0 )nP 1 (z ) ,  en tonces  z 0  se  denomina  un  ce ro  de  
o rden  n ,  s iempre  que   P 1 (z 0  )  ≠  0 .  S i   n  =1 ,   z 0   es  un  cero  s imp le .  
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E j .  
 

 Los  ce ros  de  l a  func ión   f ( z )  =  z 3  +  4z ,  se  ob t i enen  igua lándo la  a  
ce ro  y  reso l v iendo  la  ecuac ión  co r respond ien te .  

 
z 3  +  4z  =  z (z  +  j ) ( z  –  j )  =  0  

 
Luego  los  ce ros  son :  0 ;  j  y  – j .  
 
14 .2   ¿Qué  es  una  func ión  r ac iona l?  
 
S i  P (z )  y  Q (z )  son  po l inomios ,  se  de f ine  l a  func ión  rac iona l  como :  
 

)(
)()(

zQ
zPzf =  

 
Los  ce ros  de  Q (z ) ,  que  no  son  ce ros  de  P (z ) ,  se  denominan  po los  
de  f .   
 
E j .  De te rmina r  l os  ce ros  y  po los  de  f ( z )  =  z2– 1

z2+ zj
 

So l .  
 
i )  Cá lcu lo  de  l os  ce ros :  z 2  –1  =  0  → z  =  ±  1 .  

 
i i )  Cá lcu lo  de  l os  po los :  z 2  +z j  =  0  → z (z  +  j )  =  0  → z  =  0 ;  – j .  
 
14 .3   ¿Cómo se  de f i ne  la  func ión  exponenc ia l  comp le ja?  
 
Es  l a  func ión  de f in ida  por .   
 
Para   z  =  x  +  y j  se  t i ene :  
 

ez  =  ex+y  j  =  exey j  =  ex  ( cosy  +  seny  j )  
 
De  es ta  re lac ión  se  deducen  las  s igu ien tes  p rop iedades :  
 
14 .3 .1   |ez |  =  ex ;   a rg  (z )  =  y  
14 .3 .2   e  z 1  e  z 2   =  e  z 1  +  z 2  

14 .3 .3  (e  z 1 )  z 2  =  e  z 1  z 2  
 
E j .  Eva lua r    f  ( z )  =  ez  pa ra   z  =  2  +3 j  
 
So l .   
 
f  (2  +3 j )  =  e 2  + 3 j  =  e 2 (cos3  +  sen3  j )  
            =  e 2 cos3  +  e 2 sen3  j  
            =  –7 ,32  +  1 ,04 j  
 
Nota .  E l  cá lcu lo  de  seno  y  coseno  ha  s ido  rea l i zado  en  rad ianes .  
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14 .4   ¿Cómo se  de f i ne  la  func ión  l ogar i tmo  neper iano  comp le ja?  
 
Se  de f ine  como:  
 

l n (z )  =  ln ( |z |earg (z )  j )=  ln |z |  +  lnearg (z )  j   =  ln |z |  +  arg (z )  j  
 
Nota .  f  (z )  =  ln (z )  no  es tá  de f in ida  para   z  =  0  
 
P rop iedades :  
 
14 .4 .1   l n (z 1  z 2 )  =  l n (z 1 )  +  ln (  z 2 )        
14 .4 .2   l n (z  z 1 )  =  z 1 ln  (z )  
14 .4 .3   l n (z 1  /z 2 )  =  l n (z 1 )  –  l n (  z 2 )  
 
Para  z  = |  z |earg (z )  j  ≠  0 ,  se  t i ene :  
 

l n (z )  =  ln |z |  +  (Arg (z )  +  2kπ  )  j  
 
Cada  va lo r  de  k  o r ig ina  una  rama  de  l n .  
 
E j .  l n (2  –  j )  =  ln√5 +  a rc tan ( -1 /2 ) j  (  cons ide rando  k  =  0 )  
                  =  0 ,805  –  0 ,464 j  
 
14 .5   ¿Cómo se  de f i ne  la  func ión  seno  comp le ja?  
 
Se  de f ine  como:   

j
eez

zjzj

2
)sen(

−−
= ,  

 
E j .  Ca lcu la r  sen( j ) .  
 
      So l .  
 

1,175jj
2

ee
2j

ee
2j

ee)sen(
1-1jjjj

−=
−

−=
−

=
−

=
−−

j  

 
14 .5   ¿Cómo se  de f i ne  la  func ión  coseno  comp le ja?  
 
Se  de f ine  como:

  

2
cos

jθjθ eeθ
−+

= ,  

E j .  Ca lcu la r  cos ( j ) .  
 
      So l .  

543,1=+
=

+
=

−

2
ee

2
ee)cos(

-1jjjj

j  
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EJERCIC IOS PROPUESTOS 

 
I .  E fec tua r  l as  s igu ien tes  operac iones :  
 
1 .  2  +  3 j  +  5  –  6 j  –  3 (–1–  j )  

   
2 .  ( 1  +3 j ) (  2  +  j )  –  

j
j
43 +

 

3 .  
)2(3)(2

)2)(3(2
jj

jj
−++
−+   

 
4 .   j  5 2 6  +  2  j  – 2 2 7  

 
5 .   j 4 0 5  –  3  j  6 4 6  +  4  j 3 5 7   

 

6 .  ( 1  –  j ) 2  +  (1  –    3  j ) 3  
 
7 .  ( 1  +  j ) 6  –2  (1  –  j )  –  6   

 

8 .  ( 2+5  j ) 3 (2  –  j ) 5       
 
9 .  ( –1+3  j ) 4 : (–1–  j ) 3  10 .       3  –  4 j     
 
11 .  3 1−  12 .  3 2)(2 j+  
 
I I .  Expresa r  en  fo rma  po la r ,  f aso r ia l  y  exponenc ia l ,  l os  s igu ien tes  
comp le jos :  
 
1 .    2  +  5 j                2 .     2– j             3 .    –1  +3 j             4 .   –1– j  
 
I I I .  E fec tua r :  
 

1 .   
jπ

jπjπ

e

ee

6

8

4
3

2

2

6














                     2 .   (2∠  30º ) 3 (3∠  10º ) – 3  

 

3 .  
jπ

j

3

2

2e

)(1)45º(3 −∠                     4 .  
)25º(6

)20º)(335º(4
∠

∠∠   

 
IV .  Reso lve r :  
 
1 .   3z  +  5  –  2 j  =  z  +  j  2 .   e θ j  =  1                      
 
3 .   e θ j  =   –1  4 .  jz  +  3  –  2z  =  z  +  4 j           
 
5 .   z2  +  z  +  1  =  0  6 .   z2  +  4  =  0   
                
7 .   z2  +  4  =  3 j  8 .   z3  =  j                              
 
9 .  z3  –  2 j  =  j  +1  10 .  z3  +  z  =  0  
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V .  Reso lve r  los  s igu ien tes  s i s temas  de  ecuac iones :   
 
1 .  2z  +  4w  =  10  –  2  j                    2 .           3z  +  jw  =  1  
    –z  +  2w  =   3   +  5  j                          (2+ j )z  –  2w  =   –  3  –  5  j  
 
3 .  j z  –  2w  =  –  3  –  2 j                     4 .           2z  +  jw  =  7  +  2 j  
    –z  +  3w  =    3   +  2 j                          (1+ j )z  –  2w  =   –1+  5 j  
 
V I .  Ca lcu la r  l a  impedanc ia  equ iva len te  en  l os  s igu ien tes  c i r cu i tos  
( las  res is tenc ias  se  m iden  en  ohms) :  
 
1 .                                                2 .                                         
 
 
 
 
 
 
 
3 .                                               4 .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V I I .  De te rm inar  las  pa r tes  rea l  e  imag ina r ia  de :  
 

1 .   
nj+1

1  2 .   
nj

n
+2

                     

 

3 .   
nj

nj
−1

 4 .   
jn

)n(
n

n

1)(
1
−−
−                  

 

5 .   
njn
nj)( n

−+
+−

1
1  6 .  

nj
-)( n

+
−
1

11  

 
 
V I I I .  Ca lcu la r :  
 
1 .  e

2  – 3 j
  2 .  e

2  – π j     
                

3 .  ln (– j )  4 .  l n (1–  j )  
 
5 .  sen( j )  6 .  cos (1+  j )   
       
7 .  sen( j

j
)  8 .  cos ( j )  +  sen  (– j )  

                   
9 .  l n (2  +  3 j ) 2 j  +  cos 2 (1  –  j )   
 

B° 

A° 
3+4j 

2+5j 

A° 

B° 

3+4j 

3+3j 
2+4j 

A° 

B° 

4+5j 

3+4j 4+6j 

2+5j 

A° 

B° 

2+3j 

2+2j (c/u) 
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10 .  3 )ln( j +  senh(1+  j  +  j 2  +  j 3 )  
 
Los  l oga r i tmos  se  ca lcu lan  pa ra   k=0 .  
 
X .  De f in i r  l as  func iones  t r igonomét r i cas :  secz ,   cscz ,  tanz ,   co tz .  
 
X I .  Demues t re  que :   
 
1 .  sen  (–  z )  =  sen  z   
 
2 .  cos  (–  z )  =  cos  z    
 
3 .  sen 2  z   +  cos 2  z  =  1   
 
4 .  e z j  =  cos  z  +  j  sen  z  
 
5 .  e - z j  =  cos  z  –  j  sen  z   
 
6 .  sen  (z 1 +z 2 )  =  sen  z 1 cos  z 2  +  cos  z 1 sen  z 2  
 
7 .  cos  (z 1 +z 2 )  =  cos  z 1 cos  z 2  –  sen  z 1 sen  z 2  
 
X I I .  Reso lve r :  
 
1 .   sen  z  =  0  2 .   cos  z  =  0    
      
3 .   sen  z  = 1  4 .   cos  z  =  1  
 

X I I I .  Ha l la r  l as  pa r tes  rea l  e  imag inar ia  de  l as  s igu ien tes  func iones ,    
pa ra           z  =  x  +  y j  
 
1 .   f  (z )  =  z  –1  2 .   f  (z )  =  z2  
 
3 .   f  (z )  =  j z  +  z2  4 .   f  (z )  =  zez  
 

5 .  
z

zf
−

=
1

1)(  6 .   
z

zzf
+

=
1

)(  
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Ap l i cac iones .  
 
Co r r i en tes  t r i fás icas  
 

h t tp : / /p ro fe -a lexz .b logspo t .pe /2011 /12 /c i r cu i tos - t r i fas icos - teo r ia -
y .h tm l  

 
f i l e : / / /C : /Use rs / Ins t ruc to r /Down loads /1772694154 .Prob lemas%20res
ue l tos%20t r i fas ica%20(2 ) .pd f  
 

h t tp : / /pe rsona les .un ican .es / rod r igma /PDFs /T r i f%C3%A1s ica .pd f  
 
h t tp : / /www. fce ia .un r .edu .a r / t c i /u t i l es /Apun tes /Cap%2010-

2013%20TRIF .pd f  
 
f i l e : / / /C : /Use rs / Ins t ruc to r /Down loads /D ia lne t -

E je rc ic iosResue l tosYExp l i cadosDeCi rcu i tosMono fas ic -467052 .pd f  
 

 
C i r cu i tos  con  impedanc ias  
 
h t tps : / /www. f ing .edu .uy / i f / cu rsos / f i s2 /Ex t ras /ca .pd f  
 
h t tp : / /es .w ik ihow .com/ca lcu la r - la - impedanc ia  
 
h t tp : / /www.sap iensman .com/e lec t ro tecn ia /p rob lemas23 .h tm 
 
h t tp : / /www.monogra f ias .com/ t raba jos105 / impedanc ia -y -
admi tanc ia / impedanc ia -y -admi tanc ia .sh tm l  
 
h t tp : / /www.proyec to987 .es /co r r ien te_a l te rna_10 .h tml  
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